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Botany. — On the Relation between Flower-Formation and Temperature. 
II. (Bulbous Irises). By A. H. BLaAuUw. (Contribution N®. 68 of 
the Laboratory for Plantphysiological Research, Wageningen). 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


Basing ourselves on the series of experiments described in the first part 
and with reference to the communications Nos. 41 and 50 on the influence 
of the temperature in summer on flowering or non-flowering (Proceed. 
Vol. XXXVII and XXXIX), we can now outline the relation between 
flower-formation and temperature with these Irises as follows. 

I. Bulbous plants in general, and among these the Bulbous Iris, must 
have reached a certain size before they can proceed to the formation of 
flowers. Under a certain limit the small bulbs can in no way, at least by no 
temperature-treatment, be induced to form flowers. It should be added that 
it is not known as yet whether e.g. by transplantation or by injection of 
some substance such young bulbs can be made to flower. Such bulbs 
however would not be in their natural state, which we are considering here. 

A certain size and a certain weight must have been reached before, under 
definite conditions, generative organs can be produced. It is not age of 
which we are speaking here, but size or weight, for with the Hyacinth e.g. 
this flowering limit is not determined by the fact whether the bulb is 
already 3 years old and not 2; no, a two-year-old bulb, measuring 8 cm in 
circumference, will (with I’Innocence) under good condition usually be 
able to form a spike, but a three-year-old bulb of only 6 cm circumference 
will hardly ever do so. A tulip has a so-called one year bulb; if the bulbs 
(with Pride of Haarlem) weigh less than 8 g, they will pretty 
certainly originate no flowers, but a bulb of 12g from the same mother-bulb, 
will in most cases start producing a flower: weight or circumference are 
decisive. Both these bulbs have not as yet themselves assimilated with 
green leaves of their own; both have been fed and grown by the mother- 
bulb. Only the bigger of the two has the power to originate a flower. The 
measure at which a bulb is or is not able to flower diverges widely for the 
different races and varieties of the same species. For the above-mentioned 
Darwin-tulip the limit lies at 8 to 10 g, but for certain early tulips it lies 
much lower, so that even small bulbs of 3 g can still form flowers. Now, 
with the Hyacinth and Tulip little attention has been paid to this flowering 
limit, it is an important factor however in the culture of the Bulbous Iris 
(see Comm. NP. 41, Proceed. XXXVII, 1934), and therefore every grower 
of Irises knows the limits for the different varieties well. For Imperator it 
lies at about 5—6 cm (2,4—4,0g), with Wedgwood at 7-8 cm (7,4— 
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I1 g),but with Yellow Queen already at 315— 4; cm (1,2— 2,7 g). For 
closely related races this limit diverges very much and is a fixed charac- 
teristic of each race. 

It should be remembered that the size of these bulbs, determining the 
flowering limit, can have been brought about in various ways: 1. from seed, 
about three years being required to reach the flowering stage; so here, 
barring the small reserve in the seed, it is only the assimilatory function of 
the own leaves (1 to 4) in three successive seasons, which in collaboration 
with the roots builds up the bulb; 2. the flowering or non-flowering mother- 
bulb produces a few smaller or bigger bulblets, which sometimes require 
2 years, sometimes 1, to become able to flower; here the bulb has therefore 
grown to the flowering size partly by food-supply from the mother-bulb, 
partly by its own assimilation; 3. lastly, the full-grown bulb may have been 
entirely built up by the mother-bulb; this is the case e.g. with a flowering 
Iris plant, where the biggest of the new bulbs, though flattened and of little 
value for the trade, reaches the weight at which it has become able to 
flower by food-supply from the mother-bulb only. 

Thus the flowering power can be brought about by assimilation of the 
bulb itself, but also by food-supply and growth from the mother-bulb only. 
In the latter case the new bulb must just as well reach a certain size in order 
to be able to flower: the smaller bulbs, though also in direct connection 
with the assimilating mother-bulb, cannot produce flowers. So by reaching 
the said limit something in the bulb has changed qualitatively, one might 
say potentially. This however may very well be the result of quantitative 
differences and a change in the relations caused by these. 

Il. The question may now be put: has the flowering power come into 
being gradually, or in a short time at (which, of course, does not mean 
“by") a definite size of the bulb? It seems probable for two reasons 
that the flowering power was already in preparation for a considerable 
time during growth, i.e. during the assimilation. In the first place the 
flowering limit is slightly different every year, which indicates that already 
the time before digging has a perceptible influence. 


[Every year bulbs of Imperator are sorted in the beginning of August, directly 
after digging, at a circumference lying between 5 and 6 cm, with a weight of 2.4—4 g. 
Groups of 100 are then kept at different temperatures until planted at the end of October. 
In the following year the percentage of bloomers is counted in the field. After one year 
the number of bloomers is much greater than after another, as appears from the following 


example. 


Weight per bulb 3.12 g 
193455 


Weight per bulb 3.40 g 
1936—37 
The bulbs that had been sorted in 1934 had in 1935 a very high percentage of bloomers 
as compared with other years; 1937 was an average blooming season. In the above series 
only after a treatment at 20° the bloom is about the same in both years.] 


54 | 49 | 70 | 40 


44, 
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In the second place: with the size of the bulbs also the flowering power 
steadily increases, from + 5 cm up to the biggest size of + 10 cm. This 
is observed after various treatments: the bigger the bulb, with the more 
certainty the flower-origination will be successful. Therefore also below 
the limit a gradual approach to the flowering power is in any case more 
likely than a rather sudden development of such a condition. 

So we suppose that during the growth of the bulb as well before as after 
the average size at which the flowering power begins has been reached, 
a process is active slowly increasing and passing at a certain point the size- 
limit above which the bulb is able to flower. 

This limit means that below it under no condition flower-formation can 
occur, and that above it under definite conditions flowers are originated. 
The state below this limit we may provisionally denote as the subflorigene 
state. 

[It is once more pointed out that in this article by flowering power only 
the ability is meant to form flower-organs, without regard to the process 
by which subsequently this flower-origination is brought into bloom]. 

Ill. Above this limit we cannot speak off-hand of a florigene state. 
being a state in which the flower will be formed. For with the Bulbous 
Irises at least three phases can be clearly distinguished above this limit. 
Although the bulbs above this size will later on, under definite conditions, 
produce flowers, still in the first months after digging even the heaviest 
bulbs are as yet unable to do so in any temperature, as contrasted with the 
Hyacinth e.g. So after digging the Iris-bulbs are still undisposed to form 
flowers, though a predisposition to do so does exist. This state may then 
be termed the preflorigene phase. 

Numerous temperature-experiments revealed the following very charac- 
teristic properties with such bulbs kept in dark (IV—VII). 

IV. If after digging temperatures of 20°C and upwards are applied 
to the bulbs continuously flowers are never formed; the florigene phase 
leading to flower-formation is never reached. 


[We have even kept bulbs for a whole year at 20° and upwards, e.g. first dry, 
afterwards planted and kept in dark; no flower-formation took place. By individual 
variation it may happen that in 20° an occasional bulb originates flower-primordia.] 


V. On the other hand the temperatures of 20° C and upwards still 
strengthen the preflorigene phase. 


[1. of the smaller bulbs a much greater percentage subsequently forms flowers if after 
digging first a high temperature has been given for a couple of weeks. 

2. also with heavy bulbs flower-formation is brought about with greater certainty if 
previously heat has been given for a few weeks, e.g. 3 to 5 weeks 23° to 31° C.] 


So the preflorigene state is not only promoted during the growth of the 
bulb, but also without growth by a high temperature. 

VI. Temperatures below 17° C finally lead to flower-formation, i.e. 
they cause the preflorigene state to pass into the florigene phase. The 
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stronger the preflorigene state, the stronger the florigene phase will become 
as the result of these low temperatures, and with the more certainty 
flower-formation is finally reached. Still the starting of the flower-origi- 
nation with Imperator as a rule requires 214 to 3 months in the most 
favourable temperature (at 9° C, also at 7° and 13° C). 

VI. The same low temperatures that bring about the florigene phase 
at the same time weaken the preflorigene phase. This can be clearly 
proved with smaller bulbs of e.g. 5 to 7 cm; when after digging these are 
placed for some weeks in 5° to 9° C, the chance of flower-formation will 
be very much lessened and in most cases reduced to zero. Only tempera- 
tures of 20° and upwards can then restore the bulbs to the preflorigene 
phase. Of this we have numerous proofs: after 7 weeks at 5° the preflo- 
rigene state will generally have disappeared, but if then 23° is given 
for another 4 to 6 weeks or 20° for 6 to 8 weeks, afterwards a conside- 
rable percentage of the bulbs will again be able to form flowers in low 
temperatures. 

VII. About 17° C is the transitional temperature: part of the bulbs 
reach the flower-forming period in the long run, others never get so far 
and go on forming leaflets for a long time. 

IX. Incidentally attention is here drawn to the leaf-formation. The 
requirements for it seem on the whole to be rather simpler: the newly 
germinated seed as well as the smallest bulb are able to form leaves. With 
the Bulbous Iris the optimum lies at about 13° C; leaves are however also 
formed at 20° and higher in dark, the upper limit lies at 25° to 28° C. 
So the relation to the temperature is very different from that for the 
flower-formation. 

X. We know that the lower temperatures promote, or cause the flori- 
gene phase, with a simultaneous decline of the preflorigene phase. One 
might be inclined simply to say that the one state is directly transformed 
into the other, But the matter cannot be as simple as that. For 9° C makes 
the florigene phase appear sooner than 5° (see Fig. 1), but in 5° the 
preflorigene state disappears sooner than in 9° (see the experiments in the 
above mentioned communications). Secondly we saw that after the dis- 
appearance of the preflorigene phase in lower temperatures, it is possible 
to revive it by higher temperatures. This would suggest a reversible 
process, but it is also quite possible that the high temperature develops the 
preflorigene state afresh from the subflorigene state, and not by dimi- 
nishing the florigene phase. 

We hope that a few experiments will enable us to settle which concep- 
tion is the true one. To this point we shall return later. 

XI. Thus, during the growth of the bulb a subflorigene state passes 
into the preflorigene state and in high temperatures this latter is streng- 
thened further. But only in temperatures below 17° the florigene phase 
develops, with a decline of the preflorigene phase. New experiments 
showed however, when this florigene state has advanced far enough, e.g. 
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by 9°, so that the flower-origination will begin within a few days (2d half 
of Oct. after 9°), that then the bulbs can nevertheless accomplish this 
flower-formation in 20° C, and even very smoothly. So there must still exist 
a distinct difference between the development of the florigene state and 
the flower-formation itself, for in 20° in dark the former can never come 
into being, whereas in 20° the flower may all the same be formed, provided 
the florigene condition has advanced far enough in the low temperature. 
Experiments on this point are being continued and may still considerably 
influence our conceptions. 

XI. Summarizing we may state that the data up to now obtained 
about the relation between flower-formation and temperature with these 
Iris bulbs compel us to distinguish at least four different phases: 

l. The subflorigene phase: as long as the bulbs remain under a certain 
weight no temperature-treatment can bring about flower-formation. 

2. The preflorigene phase: the bulbs reach such a size that under 
definite conditions flower-formation will become possible. When dug, 
in August, bulbs of this size are in the preflorigene phase, which probably 
has been initiated in the soil for some time previously. A direct flower- 
origination cannot take place as yet in any temperature. Teemperatures 
above 17° or 20° strengthen the preflorigene phase, but cannot lead to the 
florigene phase. 

3. The florigene phase. T’emperatures below 17° bring about the 
florigene phase and at the same time weaken the preflorigene phase. If the 
preflorigene phase is strong enough by size of bulb and by high tempera- 
ture, the low temperature is able in the course of many weeks to raise the 
florigene phase so far that the organs of the flower can be formed. 

4. The flower-forming period will now set in. The low temperatures 
which formed the florigene phase are also favourable for this flower-origi- 
nation. T’hese processes seem to be alike, but evidently are not, though. For 
if the low temperature has developed the florigene phase far enough, also 
in 20° the flower-origination can start and proceed very smoothly, whereas 
20° is not able to give rise to the florigene phase (barring scarce individual 
exceptions). 

The relation between these different phases is being more closely inves- 
tigated by a number of experiments. 


As no experiments were made by us, based on transplantations (see e.g. 
MELCHERS, Ber. d. D. B. G. 1939; HAMNER a. BONNER, Bot. Gaz. 100, 
1938) or on the use of growth-substances, either by absorption or by 
injection, we are not qualified and have no occasion to speak in the above 
description more concretely of definite substances, in casu preflorigene and 
florigene (see e.g. CAJLACHJAN, C. R. Ac. Sci. U.R.S.S., 1936; KUYPER a. 
WIERSUM, Proc. Ac. Sci. Amst. 39, 1936; MELCHERS, Ber. D. B. G. 57, 
1939). For simplicity one might also use them here, as a hypothesis; 
I have preferred, however, for the present to speak of “phase” or “state”, 
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since it is more likely that a whole complex of reactions is involved than 
a definite substance. 

The relation here described between flower-formation and temperature 
holds for the bulbous plants from the Xiphium-section of the genus Iris, 
but not for the root-stock Irises or the bulbs from the Reticulata-section, 
which behave more like many other bulbous plants. A comparison of 
different investigated plants we hope to give later. The here described 
bulbous Irises with their characteristic low temperature-maximum for the 
flower-formation (at about 17° C) and with the opposite effect of low and 
high temperatures, at first seemed to be an exception. T'he plants investi- 
gated up to now, a.o. Hyacinth and Tulip, have a much higher temperature- 
optimum, form their flower over a much wider temperature-range and 
therefore do not show the same contrast between low and high tempera- 
tures. In some respects, however, the flower-formation of Allium Cepa 
appears to agree with that of the described lIrises and it is probable that a 
large group of plants shows something similar. It is quite imaginable that 
the great difference in the relation between temperature and flower-forma- 
tion with these Irises and e.g. the Hyacinth, signifies a characteristic diffe- 
rence between two large groups of plants. 


Wageningen, April 1941. 


Medicine. — Lesions partielles du huitieme nerf cränien. Il. Par A. DE 
KLEYNn. 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


Passant en revue la littrature du passe et specialement celle des dernieres 
annees !), on semble pouvoir confirmer que les fractures transversales 
traumatiques isol&es de la cochl&ee ou du vestibule sont une trouvaille 
exceptionnelle. 

Il est compröhensible qu’aux temps oü la technique radiographique 
etait encore incapable de trouver ces fractures transversales, on ne 
pensait jamais ä une cause pe@ripherique des lesions partielles du labyrinthe. 

RUTTIN 2), decrivant un cas de traumatisme oü la cochlee 6tait 
restee intacte et le vestibule detruit, &crivait alors cette phrase: „Durch 
Läsion des Labyrinths ist dies kaum zu erklären, wir wären eher geneigt 
eine zentrale Läsion an zu nehmen”, 

Mais Buys et FERNANDES 3) &crivaient deja en 1911: Les idees ancienne- 
ment admises excluaient la possibilit& d’une lesion partielle du labyrinthe. 
Or des observations qui deviennent tous les jours plus nombreuses con- 
firment que la lesion labyrinthique partielle est une re£alite. 

Depuis la publication de STENVERS 4) concernant sa methode radio- 
graphique de la pyramide pötreuse, quelques cas de fractures transversales 
avec lesions partielles du rocher furent dejäa rapportes 5). Plusieurs annees 
furent n&anmoins necessaires pour retrouver pareilles publications dans la 
literature. Parlant des fractures du labyrinthe BRÜNNER 6) a Ecrit en 1925: 
„Das Symptomenbild einer Querfractur ist ein einfaches und besteht in 
Taubheit und labyrinthärer Unerregbarkeit für den kalorischen und Dreh- 
reiz'. On trouve cependant en 1928 dans son rapport fait en collaboration 
avec SCHÖNBAUER 7) cette phrase: „Ausnahmen von dieser Regel, also 
Fälle mit Hörresten sind sehr selten’. 


1) GROVE, W. A., Laryngoscope, 49, 678 et 833 (1939). 

RAMADIER, J. A. et CAUSSE, R., Traumatismes de l’oreille, Masson 1937. 

Voss, O., Die Chirurgie der Schädelbasisfrakturen, J. A. Barth, 1936. 

) RuTTin, E., Monatschr. f. Ohrenheilk., 46, 475 (1912). 

) eit. d’apres RAMADIER, J. A. et CAUSSE, R., Traumatismes de l'oreille, Masson 1937. 
) STENVERS, H. W., Arch. f. Ohrenheilk., 103, 1 (1919). 

) DE KLEYN, A. und STENVERS, H. W., Arch. f. Ohrenheilk., 103, 162 (1919). 

6) BRÜNNER, H., Monatschr. f. Ohrenh., 59, 697, 763 et 922 (1925). 

) SCHÖNBAUER, L. et BRÜNNER, H., Handbuch der Neurologie des Ohres, II, 368 
2 
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Nous trouvons aussi dans la monographie (1926) de ULRICH 8) cette 
idee: „Labyrinthfrakturen hat stets ein Erlöschen der cochlearis und vesti- 
bularis Funktion zur Folge. Die anatomische Unterlage des isolierten 
Funktionsausfalles der Schnecke (oder auch des Vorhofes) ist wahrschein- 
lich der isolierte Abriss des einen oder anderen Astes des Nervus acusticus 
und nicht eine partielle Labyrinthfraktur”. 

Que l'idee de ULRICH changeait quelques ann&es apres s’est manifestee 
par une publication de sa clinique, redigee par KLINGENBERG 9) rapportant 
quelques cas de fractures passant uniquement par la cochl&e accompagn&es 
seulement de troubles auditifs. KLINGENBERG pretendait que le cas publie 
de STENVERS et moi-m&me n’etait pas probant vue que le malade souffrait 
depuis longtemps d’une surdit& produite par l’otosclerose. Cette objection 
me semble peu fonde&e pour la raison que le patient &tait totalement sourd 
du cöte traumatise mais entendait, moins bien, admettons, du cöt& non blesse. 
La radiographie montrait en surplus une ligne de fracture passant seulement 
par la cochlee laissant intact le vestibule qui confirmait en dernier lieu les 
dire sinceres du malade signalant, la disparition totale et subite de l’ouie 
apres l’accident. Il est tres regrettable de constater dans les rapports des cas 
publies par STENYERS et moi-m&me 10) et par KLINGENBERG que les &preuves 
caloriques ont &t& faites de telle facon qu’une appr&ciation nette de la valeur 
fonctionnelle vestibulaire fut impossible car ces &preuves caloriques se 
faisaient alors uniquement par l'injection d'une quantite d’eau froide dans le 
conduit auditif externe. Cependant comme d&ja remarque anterieurement !1) 
il est indispensable pour &tablir avec certitude une destruction de la partie 
vestibulaire d’un labyrinthe, d’ex&cuter l’&preuve calorique froide et chaude, 
manifestant ainsi un nystagmus typique dirige dans les deux directions 
classiques. Une variante de cette m&thode qui consiste dans une injection 
d’eau froide seulement dans une oreille, en ayant soin de varier la position 
de la tete dans l’espace, changeant ainsi le sens du nystagmus reactionnel 
froid, possede la m&me valeur. L’emploi de l’eEpreuve calorique seulement 
froide, appliqu& trop souvent encore par nombre de neurologues et d’otolo- 
gues, peut dans bien des cas fausser leurs conclusions. 

Une observation experimentale en est une preuve bien demonstrative. 
Il est connu qu’une destruction brutale d’un labyrinthe declenche instan- 
tanement un nystagmus dirige vers la cöt& sain qui disparait plus ou moins 


8) ULRICH, R., Verletzungen des Gehörorgans bei Schädelbasisfrakturen (Acta Oto- 
Laryngologica, Supplem. VI 1926). 

9) KLINGENBERG, A., Ztschr. f. Hals usw. Kunde, 22, 452 (1929). 

10) Dans le cas, rapporte par STENVERS et moi-möme les nystagmus post-rotatoires, 
declenches apres rotation dextro- et levogyre, 6&taient d'une duree normale et sym- 
metrique, ce qui semble prouver que les deux vestibules &taient excitables. Ce fait peut 
se rattacher aussi au quelques cas presentant des lesions isol&es de la cochlee produites 
par les fractures decrits par BIECHELE. (Ztschr. f. Laryngol. usw., 24, 293 (1933)). 
KLINGENBERG 6crivait ses conclusions se basant uniquement sur les resultats obtenus par 
l’examen calorique froid. 


11) DE KLEYN, A., Arch. f. Ohrenheilk., 122, 169 (1929). 
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vite et peut se manifester a nouveau par des excitations sensibles les plus 
diverses, L’injection d’une quantite d’eau froide ou d’eau chaude dans un 
conduit auditif externe se trouve parmi eux. Or une excitation r&ellement 
calorique froide provoque aussi un nystagmus du m&me cot& que le 
nystagmus latent et nous ne pouvons par ce fait jamais £tablir l’origine 
reellement calorique ou sensible dans les cas oü un nystagmus horizontal 
post-calorique froid est dirige vers le cöte non-excite. 

Ce nystagmus, declench& par l’injection d’eau froide, apparait rarement 
chez l’homme; les existants sensibles semblent &tre trop faibles pour les 
produire. 

Cependant un exemple clinique, completant cette etude experimentale, 
prouve l’insuffisance grave d’un examen vestibulaire fait par l’eEpreuve 
seulement froide et montre enfin combien une expertise incomplete peut 
avoir des cons&quences nefastes pour les accidentes 12). 


Observation: Mr. X, äge de 40 ans, avait eu un an et demi passe, un accident de moto 
ä l’etranger et etait transporte d’urgence dans une clinique, oü une fracture du labyrinthe 
droit fut constatee ainsi que quelques &gratignures sans importance. La surdite totale de 
l'oreille droite &tait restee inchangee et l’obscurite et la fatigue semblaient &tre des 
facteurs predisposees ä Eveiller chez la victime un &tat vertigineux observ& la premiere 
fois le jour de l’accident. La compagnie d’assurances, chargee de regler les indemnites 
de l’accident, se mefiait des plaintes ininterrompues de la victime, se basant sur le rapport 
de l'otologiste attitre, disant: „Non obstant une surdite totale de l'oreille droite, le vestibule 
droit est parfaitement excitable. L’irrigation d’eau froide dans le conduit auditif droit 
declenche un nystagmus horizontal typique battant vers la gauche”. Les plaintes de la 
victime furent ainsi estimees d’origine fonctionnelle, 

La compagnie decida une contre-expertise par le mecontentement de la victime qui fut 
transfere dans ce but ä la clinique. 

Les donnees, rapportees par l’otologue, furent confirmees. Cependant un examen plus 
detaille nous fournissait des donnees tr&s importantes que voici: 

Surdite totale de l’oreille droite; audition normale ä l’oreille gauche; et excitabilite 
normale du m&me cöte. L’injection d’eau froide dans l’oreille gauche declenchait un 
nystagmus horizontal dirige vers la droite, l’injection d’eau chaude declenchait un 
nystagmus horizontal vers la gauche. L/’oreille droite ne presentait pas des reactions 
similaires car l’excifafion froide ou chaude de loreille droite produisait toujours un 
nystagmus dirige vers la gauche. Il fallut donc conclure que le nystagmus n'etait pas 
un nystagmus calorigque mais un nystagmus produit par l’excitation sensible du conduit 
auditif externe. Une preuve suppl&mentaire de destruction labyrinthique etait donnee par 
l’epreuve rotatoire: la rotation levogyre declenchait un nystagmus post-rotatoire horizontal 
de tres courte duree et la rotation dextrogyre declenchait un nystagmus horizontal de 
duree normale. 


Cette observation demontre qu’apres un an et demi la compensation 
centrale decrite par RuTTIN !3) ne s’&tait pas encore &tablie. Cette contre- 
expertise a convaincu la compagnie. 

Des cas analogues non juridiques ont encore et& observes depuis lors. 
Un examen calorique incomplet est la cause pour laquelle certains auteurs 
trouvent encore une certaine excitabilite calorique dans un labyrinthe 


12) DE KLEYN, A., Confinia neurologica, 2, 257 (1940). 
13) . RUTTIN, E., Verhandl. d. Dtsch. Otol. Gesellsch., 93 (1914). 
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detruit chirurgicalement (par exemple: UIRBANTSCHITSCH 14), STRUYCKEN 
et Quix 14, LunD 14, GRAHE 14)). Par des donnees plus precises, j’ai su 
constater que les examens caloriques se faisaient seulement par l’eau froide 
(chez les malades de STRUYCKEN et QUIX, LUND et GRAHE) et sans changer 
la position de la tete dans l’espace. Des renseignements plus precis sur la 
methode d’examen d’ÜRBANTSCHITSCH mangquent. 


Concernant les autres publications des fractures isolees de la cochlee, 
les observations de GROVE 15) ne sont pas des exemples types ä prouver 
l'existence d’une destruction isol&e de la cochl&e car tous les cas ont &te 
soumis seulement ä l’Epreuve calorique froide. 

En resume: il faut admettre l’existence simultanee d’une destruction 
isolee de la cochlee et d’une integrit€ du vestibule dans les fractures 
transversales du rocher. Ces cas d’ailleurs sont rares et ceux qu’on rapporte 
dans la litterature montrant dans ces circonstances une excitabilite du 
vestibule, ne sont pas des preuves absolument probantes. 

Plus rare encore sont les cas de destruction totale du vestibule avec la 
presence simultane&e d’une cochlee intacte. 

Un cas interessant est celui signal par RurTin 16). Bien que le diag- 
nostic d’une fracture transversale est trös probable, il faut cependant tenir 
certaines reserves parce que le malade n'est pas succombe& et qu’un examen 
radiographique ne put confirmer en ces temps (1911) le diagnostic. 

Le seul et möme cas, analogue ä& celui d&crit par STENVERS et moi-m&me, 
qui est connu dans la litterature, est une observation de SCHLITTLER !7). 
Il put observer simultanöment une inexcitabilit& calorique du vestibule et 
une diminution seulement de l’acuite auditive du m&me cöte. L’examen 
vestibulaire ne contient aucun d6tail. Dans sa monographie, Voss 18) a 
rapporte que dans toutes ses fractures transversales du rocher seulement 
dans un cas la surdit& totale manquait. Aussi l’examen vestibulaire ne 
contient aucun detail. 

GRAHE ne signale aucun cas. RAMADIER 19) au contraire, rapportant le 
cas de SCHLITTLER, confirme leur existence par cette phrase „Il existe donc 
cliniquement des fractures vestibulaires isolees, de m&me que des fractures 
cochleaires isol&es’. IIn’y joignait cependant aucune observation personnelle. 

En resume, il faut admettre qu’il est de la plus haute importance 
d’examiner dans l’avenir plus meticuleusement encore les cas de fractures 


14) Voir: URBANTSCHITSCH, Monatschr. f. Ohrenheilk., 50, 418 (1916). 
STRUYCKEN et QUIx, Reunion Neerl. d’Oto-Rhino-Laryng. 14 Mai 1922. 
LUND, R., Reunion de la Soc. danoise d’Oto-Rhino-Laryng. 2 decembre 1922, 
GRAHEN, Zentr.bl. f. Ohrenheilk., 21, 114 (1923). 
15) GROVE, l.c., p. 698. Voir aussi RAINER, A., Hals-Nasen-Ohrenartz, I, 29, 37 (1938) 
et WULLSTEIN, H., Arch. f. Ohrenheilk., 147, 259 (1940). 
) Le BalleVEe9r 479: 
) SCHLITTLER, E., Acta Oto-Laryngologica, 24, 213 (1936). 
38) Voss Lepz 51: 
) RAMADIER, l.c. 
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transversales par l’aide pr&cieuse d’une radiographie parfaite et d’un examen 
vestibulaire aussi complet que possible. Les fractures longitudinales et les 
fractures combin&es ne feront certainement pas exception ä cette regle 20). 
L’'idee ancienne, niant toutes possibilites de troubles graves auditifs et 
vestibulaires dans les fractures longitudinales doit &tre rejetee. Ce qui 
etait ä pr&evoir, HAYMANN signale dans sa litterature, concernant les trauma- 
tismes occasionnes par les armes ä feu, avoir rencontre& des l&sions partielles 
de la 8-me paire 21). 


&, (Os. 


On peut observer bien souvent qu’une inflammation de l’oreille moyenne 
provoque une surdite totale ou presque totale sans attaquer la partie 
vestibulaire de l’oreille interne. 


Observation: Un garcon, äge de 16 ans, avait souffert toujours depuis l’äge d’un an 
d’une otite moyenne. A läge de 5 ans fut jugee necessaire une intervention sur la 
mastoide. Une seconde intervention, fait dans l’espoir de fermer une fistule retroauriculaire, 
sequelle de premiere intervention, n'avait pas tari les secretions de l’oreille. Afin de subir 
un &videmment petromastoidien, le malade fut transfere dans la clinique. 

Une secretion fetide s’&coulait de l’oreille malade. Des vertiges accompagnees d'un 6tat 
nausseeux apparaissaient de temps & autre, donnant une sensation subjective de deplace- 
ment de l’entourage. Un vomissement aurait eu lieu sans crise de vertige 15 jours 
auparavant., 

L’examen acoustigque montrait une surdite totale de l’oreille gauche et une audition 
parfaite a l’oreille droite. Des exostoses, localisees sur la parois anterieure et posterieure 
du conduit auditif externe, empechaient de constater des restes eventuels du tympan. Le 
malade ne presentait aucun nystagmus spontane ni le signe de l'indication spontane mais 
bien le signe de la fistule produit par la compression du conduit auditif externe. Par le 
pincement des paupieres du patient, il fut tres difficile de pr&ciser exactement la direction 
du nystagmus pendant la compression. Les deux labyrinthes &taient normalement excitables 
pour l’eau froide et chaude avec presence du signe de l'indication r&actionnelle typique. 
L'&preuve rotatoire declenchait dans les deux sens un nystagmus post-rotatoire horizontal, 
rotatoire et vertical symmetrique et d’une duree normale. L’examen radiographigue mon- 
trait une cavite bien visible dans la mastoide tres suspecte de cholesteatome ce qui fut 
confirme par l’operation. L’examen neurologique et interne &taient normaux. 


On voit par cet exemple comment une otite moyenne chronique a su 
detruire en totalit une fonction cochleaire respectant neanmoins le vestibule. 
Le signe de la fistule est toutefois un indice que le vestibule aurait peut- 
&tre dans un avenir prochain subit le m&me sort. 

L’inverse se rencontre fort peu, car il est plus rare d’observer lors d’une 
otite chronique un processus destructif du vestibule laissant intact la 
cochlee. 


Observation: Un garcon, äg& de 10 ans, souffrait depuis 8 ans d'une otorrhee chronique 
droite, devenue fetide les derniers temps. Une gifle recue depuis une dizaine de jours l’avait 
rendu nauseeux et il souffrait depuis lors de vertiges et de c&phalees. 


20) Voir e.a. KOCH, J., Monatschr. f. Ohrenheilk., 137, 105 (1933). 
21) HAYMANN, L., Zentr.bl. f. Ohrenheilk., bnd 13—16, (1915, 1917, 1918, 1919). 
Voir aussi RAUCH, M., l.c. 
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L’oreille gauche avait souffert d’une otite moyenne de courte duree. L’oreille droite 
presentait une otite chronigque moyenne. Bien que la voix chuchotee &tait entendue seule- 
ment ad concham, la cochlee semblait tres peu atteinte car le WEBER e&tait nettement 
localise & droit, la limite superieure etait normale et le diapason ut? (4096 V. D.) etait 
entendu pendant une periode normale. L'oreille gauche ne presentait aucune anomalie. La 
voix chuchotee &tait entendue a plus de 6 mötres non obstant la presence d’une petite 
perforation seche dans le tympan. 

Examen vestibulaire: 
Inexcitabilite totale du labyrinthe droit. En regard direct on voyait deja un nystagmus 
spontane horizontal rotatoire battant vers la gauche qui ne pouvait ötre influence 
par une injection froide ou chaude dans le conduit auditif externe droit. Une paresie 
du facial existait du m&öme cöte. 

Excitabilite normale du cöte gauche. 

La presence d’une fistule, trouvee au cours de l’operation, est probablement la cause de 
la destruction vestibulaire. 


Ce cas presente donc une destruction totale du labyrinthe droit, combin&e 
avec une fonction normale de la cochlee. 


D. Affections de la VIlIme paire. 


Les maladies infectieuses, certaines intoxications et plusieurs formes de 
meningite determinten une souffrance du nerf VIII. Certains cas de meningite 
cerebrospinale se pretent fort bien ä la description type de ce tableau 
clinique. Pendant la guerre mondiale 1914—1918 l’occasion s’est presentee 
bien des fois a VERSTEEGH et moi-m&me, de pouvoir examiner des militaires 
atteints de meningite cerebrospinale epid&mique. L’examen ophthalmo- 
logique de ces hommes fut confi&e au Dr. TEN DOESSCHATE, l’examen 
neurologique au Dr. PAMEYER, l’examen radiologique au Dr. STENVERS et 
l'etude &pidemiologique au Dr. BijL 22). 

Par ces examens attentifs du nerf VIII au cours de cette affection on 
avait pu constater chez ces malades deux types de durete d’oreille. 

Les cas du premier type furent les plus nombreux et laissaient supposer 
des possibilit&s de la presence d’une nevrite acoustique. Les troubles fonction- 
nels auditifs de ces malades se caracterisaient spe&cialement par une diminu- 
tion nette de l’acuite auditive pour les sons moyens tout en laissant inalter&e 
l'acuit& des sons aigus et bas. On ne pouvait constater aucune alteration 
dans la fonction vestibulaire. 

Ce type de surdit& pourrait ä premiere vue, confirmant ainsi l’opinion 
generalement admise, &tre explique& par une action deletöre sur le nerf VIII 
detruisant d’abord le nerf auditif et aussi le nerf vestibulaire dans les cas 
plus graves. 

Mais nous mettions de&ja en 1919 l’opinion qu'il serait possible peut-Etre 
de trouver dans tous les n&vrites acoustiques aussi des anomalies vestibu- 
laires et que par cons&quent l’antithese entre le nerf auditif et vestibulaire 


22\ DE KLEYN, A., VERSTEEGH, C., TEN DOESSCHATE, G., STENVERS, H. W., 
PAMEYER, J. W. et BijL, J. P., Militair Geneesk. Tijdschr., 22, 65 (1918). (Voir aussi: 
DE KLEYN et VERSTEEGH, Acta Oto-Laryngologica, 3, 302 (1922) et STENVERS, H. W., 
Acta Oto-Laryngologica, 3, 282 (1922).) 
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presumee jusqu’& l’heure actuelle n’existerait plus. Apres 20 ans cette 
hypothese n'est pas d&montree parce que, comme deja mentionne anterieure- 
ment, on manque encore la finesse dans les möthodes d’examens vestibu- 
laires. Les examens auditifs par contre sont perfectionnes et des anomalies 
minuscules &chappent moins vite ä nos investigations cliniques. 

Chez 25 malades nous avons pu retrouver ce type de durete d’oreille. 
Elle est peu decrite dans la litterature pour la seule raison qu’on ne se 
doute absolument pas de son existance, parce que, le malade presente une 
epreuve de la voix chuchottee plus ou moins normale. Pour la m&me raison 
ces malades mömes ne se doutent personnellement pas de leurs infirmites. 
Le second type de durete d’oreille se caracterise par une diminution tres 
prononcee de tous les sons accompagn&e generalement de troubles vesti- 
bulaires graves menant m&me tres souvent jusqu’ä l’inexcitabilite totale du 
vestibule. Cing cas qu’on a pu observer de ce dernier type ne pr&sentaient 
aucune forme speciale de surdite. Les recherches anatomo-pathologiques 
dans la möningite cer&brospinale epidemique nous ont fait connaitre les 
diff&rentes voies suivies par l’infection pour atteindre l’oreille interne oü 
on a pu trouver aussi bien des alterations tant circonscrites que diffuses. 
Il est logique de rechercher la localisation pathogenique de cette forme de 
surdite dans l’oreille interne m&me. En concordance avec cette hypothöse 
STENVERS a reellement pu montrer par la radiographie des anomalies 
localisees dans le labyrinthe et d’autres cas encore sont venus par apres 
se joindre aux premiers. Par la prise de plusieurs radiographies ä diffe- 
rentes stades de la maladie, nous avons trouv& que les lesions de l’oreille 
interne n'etaient visibles que quelques mois apres le debut de l’affection. 

La nevrite acoustique peut aussi se produire par d’autres maladies infec- 
tieuses et intoxications. Si les troubles de la VIlIme paire, survenant lors 
d’un oreillon ou d’un herpes zona otitique, sont provoqu®s primairement 
par une n@vrite toxique ou sont secondaires ä la meningite concommitante, 
est un fait inconnu. Cette derniere hypothöse defendue par Voss 23) entre 
autre, est admise par la plupart des auteurs. 

Il est un fait &tabli que dans ces alt&rations nerveuses peuvent se prösenter 
differentes combinaisons de troubles cochleaires et vestibulaires. Des cas 
sont decrits presentant: 

1. Des troubles cochleaires sans troubles vestibulaires visibles. 

2. Des troubles simultanes cochleaires et vestibulaires. 

3. Des troubles vestibulaires isoles. 

Toutes ces formes capricieuses se rencontrent bien souvent dans l'infec- 
tion syphilitique 2%). 

Voici une observation clinique, souvent observee dans la parotidite (cas 
du type 1). 


23) Voss, O. Ztschr. f. Ohrenheilk., 70, 58 (1914). Voir discussion r&cente de 
KLICPERA, RECHT et UNTERBERGER: Monatschr. f. Ohrenheilk., 74, 248 (1940). 
24) Voir differentes communications de ©. BECK (Monatschr. f. Ohrenheilk.). 
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Un homme äge de 23 ans, avait souffert, passe un an, d'une parotidite ayant frappe 
son oreille gauche d'une surdite totale et permanente. Il fut pris pendant l’evolution de sa 
maladie de quelques vertiges et souffre depuis lors de bourdonnements seulement. A l’exa- 
men l’oreille gauche semblait totalement sourde et l’oreille droite normale. Les troubles 
vestibulaires spontanes &taient absents et les deux labyrinthes presentaient une excitabilite 
normale. Le signe de l'indication r&eactionnelle &tait normale apres la rotation du malade 
dans les deux sens ainsi que toutes les formes du nystagmus post-rotatoire ä la fois vive 
et symmetrique (horizontal, rotatoire et vertical). Les positions compensatrices des ‚yeux 
etaient en position laterale gauche et droite de 6°. 


Comme sequelle de sa parotidite, le malade souffrait d’une surdite totale 
gauche bien que toutes ses fonctions vestibulaires soient restees intactes 
et symmetriques. Remarquons que dans l’anamnöse l’infection parotidienne 
a sembl& a son debut, avoir insulte le systeme vestibulaire. 

Parmi les produits medicamenteux nocifs au nerf VIII, se rangent e.a. 
les salicylates, la quinine et les derives du salvarsan. Des combinaisons 
analogues de troubles cochleaires et vestibulaires, mentionnes dejä ci-dessus, 
se retrouvent encore ici. Le nerf cochleaire semble en general le plus souvent 
atteint et les troubles vestibulaires manquent bien souvent en totalite ou en 
partie. Le contraire n'est pas une chose impossible. 

Dans quelques cas il faut admettre la destruction complete permanente 
et bilaterale de la VIIIme paire, dont voici une observation personnelle. 


Une fillette, ägee de 10 ans, et atteinte d’une pleuresie, regut de son medecin traitant 
une dose elevee de salicylate. De suite apres l'ingestion du medicament surgit une surdite 
totale des deux oreilles, accompagnee de troubles serieux de l’Equilibre. L’examen montrait 
une destruction totale et bilaterale de la fonction cochleaire et vestibulaire qui n’a jamais 
plus retrocede par apres. 

Etablir la cause me&dicamenteuse dans ce cas est bien difficile, mais admissible car 
aucune autre cause n'avait &te trouvde non obstant des examens consecutifs ex&cutes par des 
internistes eminents dirigeant leurs investigations vers l’eventualit& d'une meningite ou 
autre affection cerebrale. 


On admet que les intoxications de ce genre lesent surtout ou le nerf VIII 
ou le labyrinthe peripherique. On ne peut cependant oublier le fait qu’une 
intoxication soit chimique, soit toxinique influence aussi le syst&me nerveux 
central, y compris les voies acoustiques et vestibulaires. Une premiere 
experience appuyait cette id&e en &tudiant l’influence de la nicotine 25) et 
d’autres produits 26) sur l’arc reflexe nystagmique vestibulaire. Une &tude 
experimentale est seule capable de resoudre la question de l’action p£riphe- 
rigue ou centrale de chaque toxique. 

On ne peut oublier de signaler que certaines tumeurs, localisees dans 
la fosse cer&belleuse peuvent parfois produire des l&sions partielles de la 
VlIllme paire. Les premiers cas, d&crits par FREY, CLAaus et LÖWENSTEIN, 
presentaient soit une destruction du nerf vestibulaire accompagn&e encore 


25) DE KLEYN, A. et VERSTEEGH, C., Pflügers Arch., 196, 331 (1922). 

26) Voir e. a. KLEITMANN, N. P., Pflügers Arch., 205, 160 (1924). BERGGREN, S., 
Acta Oto-Laryngologica, 11, 200 (1927). ARNDTS, N., DE KLEYN, A. et VERSTEEGH, 
C., Arch. f. Ohrenheilk., 114, 233 (1926). 
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d’une sensibilit& auditive (FREY 27) et CLAus 28) ), soit une destruction du 
nerf cochl&aire respectant la fonction vestibulaire (LÖWENSTEIN 29) ). CLAUS 
fait remarquer avec raison que dans le stade debutant d’une affection de 
la VIllme paire, le nerf vestibulaire ou le nerf cochleaire peuvent £tre atteint 
isolement, ainsi que dans la rögression de l’affection et confirme cette idee 
par une observation bien d&monstrative. 


E. Troubles subits de la huitime paire. 


Depuis le jour oü MENIERE a decrit son malade foudroye subitement par 
des vertiges insupportables et frappe de surdite totale, personne n'ignore 
depuis lors le tableau clinique de l’'hemorrhagie labyrinthique dont l’etiologie 
est le plus souvent l’apanage d’une affection sanguine: la leuc&mie. Ce 
tableau se retrouve bien plus souvent encore dans l’inflammation purulente 
de l’oreille moyenne ayant attaqu& l’oreille interne. 

Un deuxiöme groupe de cas presente souvent un syndrome un peu 
different du premier. Se pesentant le plus souvent chez des personnes de 
la cinquantaine en parfaite sant€e mais etant generalement de l&gers hyper- 
tendus, apparait soudainement apr&s une periode legerement vertigineuse 
une surdite totale d’une oreille sans troubles visibles du systeme vestibulaire. 
Rarissime chez les jeunes, la base anatomo-pathologique nous est entiere- 
ment inconnue, Un seul cas presentait une radiographie du labyrinthe, faite 
par mon assistant LUBBERS 30), identique ä celles que STENYERS a pu deceler 
dans ses cas de m£ningite cerebrospinale &pidemique. Cette trouvaille 
laissait supposer pour certains cas une localisation du processus pathog£ni- 
que localise dans le labyrinthe peripherique. Cette interpretation ne sait 
exister pour les cas oü l'ouie se restitue apres quelques semaines. 

Les cas oü l’elimination subite et isolee de la fonction vestibulaire ou 
auditive apparait des deux cötes est ä l’'heure actuelle une question encore 
tres probl&matique. 

Concernant la premiere Eventualite, il nous est connue par les etudes de 
GÜTTICH 31), que les tumeurs du 4me ventricule presentent parfois une 
elimination bilaterale de la fonction vestibulaire avec une fonction cochleaire 
parfaitement intacte. Trouver la presence des anomalies neurologiques et 
internes n'est cependant pas absolument necessaire comme dans les cas 
de GÜTTICH. 

Une observation typique de ce genre est la suivante. 


Une infirmiere (examinee par le Dr. STENVERS et moi-meme en l’an 1935) tres douee 
avait remargu& un jour que sa marche et l'usage du vela etaient devenus subitement 
incertains ä tel point que l'obscurite lui en empechait tout usage. En parfaite sante, la per- 
sonne se sentait fortement handicapee par cet etat de choses. Examen acoustique, voix 


) FREY, Monatschr. f. Ohrenheilk., 43, 825 (1909). 

) Craus, Verhandl, d. Otol. Gesellsch., 313 (1910). 

29) LÖWENSTEIN, Ztschr. v. d. ges. Neurol. und Psych., 24, 534 (1914). 
30) Pas encore publie. 

) E.a. GÜTTICH, A., Arch. f. Ohrenheilk., 147, 5 (1940). 
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chuchotee entendue ä droite ä 4 mötres, ä& gauche ä une distance normale. L’examen au 
diapason &tait normal a gauche et presentait a droite une surdit& l&gere du type oreille 
interne. L’examen vestibulaire montrait aucune r&action reflexe, ni calorique, ni galvanique, 
ni post-rotatoire, Les reactions d’adaption statique et le signe de l'indication reactionnelle 
etaient absentes. 

Les examens internes, neurologiques et serologiques revelaient aucune anomalie. Une 
legere enterite &tait la seule souffrance de la malade. Un espace de cing ans n'avait 
apport€ aucun changement a la situation. L’&tat general &tait parfait et les plaintes de la 
personne bien que diminuees en intensit n’etaient pas encore disparues. 

Une observation opposee ä& la pr&cedente est le cas d'un ouvrier äge de 56 ans. Prati- 
guant le metier de chaudronnier, il souffrait depuis bien longtemps d’une durete d’oreille 
professionnelle. Un jour il s’etait rendu ä son travail comme d’habitude et trebuchait lä- 
bas en descendant un support. Cet accident insignificant avait provoqu& chez l’'homme une 
surdite bilaterale totale ä tel point qu'il avait l’impression d'un arret fictiff du mouvement 
de l’usine. 

L’examen acousfique montrait une surdit& totale bilaterale. Des epreuves decelant la 
simulation et l’eEpreuve psycho-galvanique demontraient liinfirmite. 

L’examen radiographique des pyramides p6treuses &tait normal. Tous les reflexes vesti- 
bulaires &taient symmetriques et normals (&preuve rotatoire, galvanique, calorique, r&ac- 
tion d’adaptation statique etc.). 

Examen neurologique ef inferne: normal, 
Un an plus tard la situation &tait restee inchangee. 


Trouver une interpretation &tiologique de ces deux cas est chose bien 
difficile & l’'heure actuelle 32), Se basant sur les observations de GÜTTICH 
et sur la bilateralit& de ces troubles auditifs et vestibulaires, il me semble 
invraisemblable de devoir rechercher ici une cause peripherigque mais il 
simble plus logique d’admettre un processus pathologique circonscrit, localise 
dans lamo&lle allongee ou dans le mesenc£phale. 

Un cas observ& par L£vIn 33) est plus difficile encore ä interpr£ter. 
Chez une de ces malades il avait constat& une inexcitabilite bilaterale avec 
une audition parfaite (control& par l’examen aux diapasons et par l’audio- 
me£tre). Quelques anomalies trouv&es dans certaines affections neurolo- 
giques comme douleurs spontanees et violentes dans la nuque et dans les 
yeux, accompagnees de vomissements, furent trouve&es. Les reactions galva- 
riques normales des deux labyrinthes laissaient toutefois soupgonner une 
souffrance peripherique de l’oreille interne. 


32) Voir aussi les cas observes par PERWITSCHKY (Zbl. Hals usw. Heilk., 30, 375 
(1938) et par GÜTTICH, A. (Ztschr. f. d. ges. Neurologie, 165, 171 (1939)), oü les 
malades n’staient pas totalement sourds et semblaient cependant presenter des troubles 
psychiques. 

33) LEVIN, P. M., Journ. of Nervous and Mental diseases, 89, 335 (1939). 
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J. KÜRSCHAK: „Ueber Limesbildung und allgemeine Körpertheorie” (J.f.d.r. u. ang. 
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Math. 142 (1913)). 

Die Erweiterung eines bewerteten Körpers zu einem vollständigen bewerteten 
Körper. 

Die Bewertung der algebraischen Erweiterungen eines bewerteten Körpers. Zum 
Beweise der Ungleichheit |a+5|<|a|+|b| werden die Hadamardschen 
Resultate benutzt. Es ist möglich, jeden bewerteten Körper K zu einem kleinsten 
algebraisch abgeschlossenen bewerteten Körper K’ zu erweitern (eventuell ist 
K’ nicht vollständig, aber die kleinste vollständige Erweiterung von K’ ist eben- 
falls algebraisch abgeschlossen). 


A. OSTROWSKI: „Fragen der allgemeinen Körpertheorie” (J. f. d. r. u. ang. Math. 143 


(1913)). 

Jede endliche separabele Erweiterung eines bewerteten Körpers ist vollständig. 
Eine unendliche separabele algebraische Erweiterung eines vollständigen Körpers 
ist nicht vollständig. 

Die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung eines vollständigen Körpers 
ist dann und nur dann vollständig, wenn sie endlich in bezug auf diesen 
Körper ist. 


A. OSTROWSKI: „Zur Theorie der perfekten Körper” (. f.d.r. u. ang. Math. 147 (1917)). 


Ik 
2. 


3» 


Jede endliche bewertete Erweiterung eines vollständigen Körpers ist vollständig. 
Eine algebraische bewertete Erweiterung eines vollständigen Körpers K, die 
Gröszen von beliebig hohem Grade in bezug auf K enthält, ist nicht vollständig. 
Die kleinste algebraisch abgeschlossene bewertete Erweiterung eines vollständigen 
Körpers K ist dann und nur dann vollständig, wenn sie endlich in bezug auf 
K ist. 


A. OSTROWSKI: „Über einige Lösungen der Funktionalgleichung 9 (xy) = 9 (x) $ (y)" 


IE 


(Acta Mathematica 41 (1918). 

Eine nicht-triviale Bewertung des Körpers der rationalen Zahlen ist entweder 
zur gewöhnlichen Absolutbetragbewertung äquivalent, oder sie ist zu einer 
p-adischen Bewertung äquivalent. 

Ein archimedisch bewerteter Körper ist zu einem mit gewöhnlichen Absolut- 
beträgen bewerteten Körper aus komplexen Zahlen isomorph. 


K. RyCHLIK: „Zur Bewertungstheorie der algebraischen Körper” (J. f. d. r. u. ang. Math. 


1% 


1537. (1924))): 

Die Bewertung algebraischer Erweiterung eines nicht-archimedisch bewerteten 
Körpers durch Verallgemeinerung des von Hensel angewandten Vorgangs für 
die algebraischen Erweiterungen des Körpers der p-adischen Zahlen. 

Der derivierte Körper eines algebraisch abgeschlossenen nicht-archimedisch 
bewerteten Körpers ist algebraisch abgeschlossen. 
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A. OSTROWSKI: „Untersuchungen zur arithmetischen T’heorie der Körper’ (Mathematische 
Zeitschrift 39 (1934)). 
Hinsichtlich der Bewertungstheorie: Für die Bewertung algebraischer Erweite- 
rungen eines bewerteten Körpers K, genügt es vorauszusetzen, dasz K relativ 
vollständig ist. 
Die Aufstellung sämtlicher Bewertungen einer algebraischen Erweiterung und 
einer einfachen transzendenten Erweiterung eines bewerteten Körpers. 


$ 1. Im Laufe der Zeit erschienen verschiedene Abhandlungen, in 
denen zunächst der Begriff der Bewertung rein postulierend durch defi- 
nierende Eigenschaften eingeführt wurde, während später die Frage nach 
der konstruktiven Erfassung des Bewertungsbegriffs, d.h. die Frage nach 
der Aufstellung sämtlicher Bewertungen eines vorgegebenen Körpers und 
deren möglicher Erweiterungen gelöst wurde. Das Ziel dieser Aus- 
führungen ist es, eine historische Uebersicht zu geben; dazu habe ich mich 
beschränkt auf die Literatur, die sich mit der Aufstellung von Bewertungen 
beschäftigt. Es gibt die letzten Jahre wichtige Abhandlungen hinsichtlich 
der Bewertungstheorie, z.B. die im Journal f.d.r. und angewandte Math. 
170 (1934) erschienene Arbeit von H. HaAssE und F. K. ScHmipT. In 
jener Arbeit wird die Aufgabe, alle möglichen Strukturen der nicht-trivial 
bewerteten Körper zu bestimmen, behandelt und gelöst. 

Ich erwähne weiter die Untersuchungen von W. KRULL, „Allgemeine 
Bewertungstheorie” (]. £. d. r. und ang. Math. 167 (1932)), in denen die 
Bewertungstheorie nur postulierend entwickelt wird, ohne auf die kon- 
struktive Erzeugung der allgemeinsten Bewertung einzugehen. Kümmert 
man sich aber um die konstruktive Erfassung, so stellte sich heraus, dasz 
die Arbeit von A. OSTROWSKI: „Untersuchungen zur arithmetischen 
Theorie der Körper,’ Math. Zeitschr. 39 (1934), in dieser Richtung am 
fruchtbarsten gewesen ist. 


$ 2. Der Ausgangspunkt der Bewertungstheorie ist die gemeinsame 
Behandlung der HENnsELschen p-adischen Körper und des Körpers aller 
reellen oder aller komplexen Zahlen. Der Begriff der Bewertung ist von 
KÜRSCHÄK (J. £.d.r. und ang. Math. 142 (1913), „Ueber Limesbildung 
und allgemeine Körpertheorie’) zum ersten Male eingeführt worden. 
KÜRSCHÄK betrachtet sie als eine Verallgemeinerung des absoluten Betrages 
von a auf den Fall eines beliebigen Körpers: Es sei jedem Elemente a eines 
Körpers K eine reelle Zahl |a| so zugeordnet, dasz den folgenden For- 
derungen genügt wird: 

VE 00er für a0, 

Zu ee ea, 

3) |ebl=|al:|b|, 

4) es gibt in K wenigstens ein solches Element, dasz |a|. von Null 
und Eins verschieden ist. 

Jede solche Zuordnung wird eine Bewertung des Körpers K, die Zahl |a| 
die Bewertung von a genannt. Elemente von gleicher Bewertung werden 


als äquivalent bezeichnet. Die bekanntesten bewerteten Körper erhalten 
45% 
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wir, wenn wir für K einen reellen oder komplexen Zahlkörper wählen und 
jedem Element seinen absoluter Wert zuordnen. Die p-adische Bewertung 
des Körpers der rationalen Zahlen mittels einer Primzahl p erhält man 
wenn man jede von Null verschiedene rationale Zahl a in der Gestalt 
a" .p“ darstellt, wo u und v zu p teilerfremde ganze Zahlen sind und 
v 

nun festsetzt, dasz |a|=c“ (0<c<1) und |0|=0. Im betrachteten 
Falle stellt es sich heraus, dasz 


2a) la+b|j<max (ja 


‚\b)). 


Wenn die Bewertung eines Körpers derartig ist, dasz die schärfere 
Ungleichheit (2a) für jedes Paar von Elementen gilt, so spricht man von 
einer nicht-archimedischen Bewertung, und sonst nennt man die Bewertung 
archimedisch. 

Es ist naheliegend, die bekannten Begriffe des Limes und der Funda- 
mentalfolge von den reellen und komplexen Zahlen auf beliebige bewertete 
Körper zu übertragen. Es ist bekannt, dasz im Körper der reellen Zahlen 
eine Folge nur dann und dann immer einen Grenzwert hat, wenn sie eine 
Fundamentalfolge ist. Man kann behaupten, dasz die irrationalen Zahlen 
dazu eingeführt wurden, um die Bestimmung des Limes einer Fundamental- 
folge, die im Körper R der rationalen Zahlen nur ausnahmsweise möglich 
ist, im Körper der reellen Zahlen zu einer stets ausführbaren Operation 
zu machen. Der Körper der reellen Zahlen besitzt also die Eigenschaft, 
dasz jede Fundamentalfolge konvergiert: man nennt darum diesen Körper 
einen vollständigen (oder perfekten) Körper. 

Die Beantwortung der Frage, ob jeder bewertete Körper X zu einem 
vollständigen bewerteten Körper K’ ergänzt werden kann, geschieht mittels 
der von CANTOR stammenden Methoden. Die so erhaltene Erweiterung 
wird von KÜRSCHAÄK der derivierten Körper K’ von K genannt, und K’ wird 


bewertet, indem man dem Limes A der Fundamentalreihe a,, as, ... die 
Zahl |A| = lim |a,| zuordnet. 
ler ee) 


Zwei Bewertungen » und y eines Körpers K werden äquivalent genannt, 
wenn sie zu äquivalenten vollständigen Erweiterungskörpern führen, d.h. 
wenn jede Folge {a,} von K, die für p eine Nullfolge ist, auch für eine 
Nullfolge ist und umgekehrt. v. D. WAERDEN beweist (Moderne Algebra 
I), dasz für die zwei Bewertungen » und y, ı» eine Potenz von g ist, d.h. 
eine feste positive Zahl & existiert mit y(a) = (a): für alle a aus K. 

In dem Falle, dasz K den Körper der rationalen Zahlen bedeutet, diese 
aber nicht mit ihren absoluten Werten bewertet sind, sondern in bezug auf 
eine Primzahl p, erhalten wir als derivierten Körper denjenigen Körper, 
den HENSEL mit K(p) bezeichnet, und dessen Elemente er p-adisch, 
rationale Zahlen nennt. Jede von Null verschiedene Grösze des Körpers 
K(p) kann in eine und nur eine unendliche Reihe von der Gestalt 


ar rtraperteerrept re 
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entwickelt werden, in der die Exponenten ganze rationale Zahlen sind, die 
Koeffizienten a9, a1, ...,an, ... den Zahlen 0,1,2,....p—1 entnommen 
sind und a, von Null verschieden ist; c-“ ist dann die Bewertung dieser 
Zahl. 

Man kann diese p-adischen rationalen Zahlen so definieren, dasz sie 
teils in bezug auf den Primzahl p bewertete gewöhnliche rationale Zahlen 
sind, teils neue Symbole, die so beschaffen sind, dasz sie den Körper der 
in bezug auf p bewerteten rationalen Zahlen zu einem vollständigen Körper 
erweitern. 

Es ist also mit Hilfe des Bewertungsbegriffs die Vollständigkeitseigen- 
schaft der p-adischen Körper als auch die „Stetigkeit’’ des Körpers aller 
reellen oder komplexen Zahlen zu bewerkstelligen. 

In den Kürschäkschen Untersuchungen ist nun eine allgemeine Vor- 
schrift enthalten, die Definition der Bewertungsfunktion von einem gege- 
benen Grundkörper auf seine algebraischen Erweiterungen auszudehnen, 
eine Methode von der OSTROWSKI später beweist, dasz sie die einzig 
mögliche ist. 

Vom Grundkörper wollen wir voraussetzen, dasz er ein vollständiger 
bewerteter Körper ist. Bekanntlich wird jede Grösze des erweiterten 
Körpers einer und nur einer solchen algebraischen Gleichung genügen, 
deren Koeffizienten dem Grundkörper K entnommen sind und die in X 
irreduzibel ist. Wir nennen diese Gleichung die Definitionsgleichung jener 
Grösze. 

Es sei 


Fl Te u 
1 

die Definitionsgleichung, welcher «a genügt, dann setzen wir |a| — ja, |. 

Es handelt sich nun um die Frage, ob die so zugeordnete Zahl |«a| in der 
Tat die Forderungen einer Bewertung befriedigt. Dasz im erweiterten 
Körper die Gleichung |aß| = |a|-|ß| richtig ist, kann leicht bewiesen 
werden und dabei spielt der Umstand, dasz der Grundkörper K vollständig 
ist, gar keine Rolle. Wollen wir aber die Ungleichheit |1+al<I-+|la| 
beweisen für die bewertete Erweiterung, so braucht man solche Hilfsmittel, 
bei denen die Vollständigkeit des Grundkörpers wesentlich ist. KÜRSCHÄK 
teilt mit, dasz für den Fall, dasz der Grundkörper K(p) ist, das beste Hilfs- 
mittel von HENSEL stammt. Es besteht nämlich der wichtige Satz (HENSEL, 
Theorie der algebraischen Zahlen, S. 74): Sind die Koeffizienten von 


a N ae ; 


aus K(p) entnommen und ist |a,| <1, so kann dieses Polynom nur dann 
in K(p) irreduzibel sein, wenn auch |a,|,..., |a„| sämtlich < 1 sind. 
Ziehen wir noch in Betracht, dasz im Körper K(p) gilt 


la+5|< max (Ja, |b]), 
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so ersehen wir hier unmittelbar die Richtigkeit der folgenden Behauptung: 
Ist in dem irreduziblen Polynom 


fa=r ta 274... al=1, 


so ist auch in 
FEI-N)=#+...+bn 
die Bewertung von 
= (lea Ian 


gewisz <1. Das ist aber eben der zu beweisende Satz mit der unwesent- 
lichen Beschränkung |a,|<1. Dieser HEnseLsche Beweis kann in allen 
nicht-archimedischen Fällen angewandt werden. Es ist KÜRSCHÄK nicht 
gelungen, diesen HENSELschen Beweis so zu verallgemeinern, dasz er auch 
dann zum Ziele führt, wenn die Bewertung archimedisch ist. Er beweist 
aber die Ungleichheit || + a|s1-+ |a| mit Hilfe von HADAMARDschen 
Sätzen (HADAMARD, Essai sur l’&tude des fonctions donnees par leur deve- 
loppement de Taylor; Journal de Math. (4) 8 (1892)). 

Sind nämlich die Koeffizienten von f(z) = z"+ a, z"-! +... +a, dem 
vollständigen bewerteten Körper K entnommen und ist f(z) in diesem 
Körper irreduzibel, so ist der Konvergenzradius von 


— & cı 
er uw a Sr 
) 

gleich |a, |. 

Nun bedeute «a in irgendeiner Erweiterung von K eine Wurzel der in K 

1 

irreduziblen Gleichung f(z) = 0. Wir setzen |a| = |a„|". Es wird dann 
in der Tat | 1 +a|<1+ |a|, denn zwischen den Konvergenzradien ! und 
’ der Reihen 


c er 
fe z Far... und Ken 


besteht die Ungleichheit ’<1 + I. Den Beweis unterlassen wir. 


Bei dem Beweise der Formel |aß| = |a|:|$| wollen wir vorerst den 
Fall betrachten, dasz «a und ß (in bezug auf K) separabel sind. Die Defini- 
tionsgleichung von a sei zU + a, z"!+.. ta”, diejenige von ß sei 


2" 4. +Db,=0, endlich’diejenige von y = op sa r..t en Velıe 
zu beweisende Formel ist 
EAN 1 
am |" db. ?= | ca|*. 
Es ist das lediglich eine Gleichung zwischen Bewertungen solcher 
Gröszen, die K angeören. Wir wollen darum diejenige Erweiterung ZL von 
K benutzen, die gerade hinreicht zur Zerlegung von 


BRarzn ie. Razer eb) 
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in lineare Faktoren. L ist eine solche endliche normale Erweiterung von K, 
in welcher jedes Element separabel (in bezug auf K) ist, also zugleich 
eine einfache Erweiterung von K. Es ist L=K(®). Die Definitions- 
gleichung von ® habe die folgenden Wurzeln: 9,%,,...,0,_1. Es ist 
«= pa), P=eyl)y=xr WW). 

Es sei r ein gemeinsames Vielfaches von m, n und h; ferner sind die 


Produkte 


r L r 
gleich der — -ten, „ten resp. —-ten Potenz von 
m 


zn tt... am z2+...+b,2z2 4...+c 


Es ist demnach 


PIC KR ICE ET TC) 1 0) Baar TC FEN ETC PEN) 


so folgt hieraus 


£ Kae 
h—omhn 
ro—aub,, 


also in der Tat 


1 EA! 
In" = |am |" |bn |". 


Sind a, ß und y = aß nicht separabel (in bezug auf X), so bestimmt man 
u, v und w so, dasz 


ap! B 2 BP”, a vor 
separabel sind. Da für die Elemente «a, ß, y die Gleichung [aß| = |«a|:|P] 
bewiesen ist, so erhält man auch nun einfach |aß| = la| - ||. 

Das Erwähnte hat KÜRSCHAK in die Lage gesetzt, jeden bewerteten 
Körper zu einem algebraisch abgeschlossenen, bewerteten Körper zu 
erweitern. Ob dieser Körper auch vollständig ist, bleibt noch unbestimmt. 

Man kann aber beweisen, dasz der derivierte Körper dieses algebraisch 
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abgeschlossenen Körpers, also seine kleinste vollständige Erweiterung stets 
wieder algebraisch abgeschlossen ist: Es sei nämlich K ein algebraisch 
abgeschlossener, bewerteter Körper und K’ sein derivierter Körper. 
KÜRSCHÄK beweist, dasz jede rationale ganze Funktion 


F)a=#+ A, #7 FIT TAr, 


deren Koeffizienten K’ entnommen sind, in K’ in lineare Faktoren zerfällt. 
Er bildet eine Funktion f(z) = z® + a, z””1!+.... + a,, deren Koeffizien- 
ten dem Körper K entnommen sind und die Ungleichungen 


a4—-A,|<s..., 


an—An| = © 
befriedigen. Es ist für f(z) immer eine Zerlegung 


F(2) = (ea) (ea) °  (2—0n) 


möglich. Es werden nun n Fundamentalfolgen nach der Rekursionsformel 


20) 
a) 1 k k) k En k k k 
TRETEN ER aE) ()ER 
. gebildet. Bezeichnen wir ihre Limes in K’ mit y1,...., Ye. s Yn, SO ist 
F(z) = (z—y}) (z—ya) --- (z—y,). Damit hat dann KÜRSCHÄK das 


Ziel seiner Abhandlung erreicht: Jeder bewertete Körper kann erweitert 
werden zu einem algebraisch abgeschlossenen, vollständigen, bewerteten 
Körper. 

Die gefundenen Resultate befähigen uns also auch, jede algebraische 
Erweiterung des Körpers K(p) der p-adischen rationalen Zahlen zu be- 
werten. KÜRSCHAK bemerkt, dasz HENSEL für diesen Fall nicht die 
HADAMARDschen Sätze, sondern viel einfacheren Untersuchungen über die 
Zerlegung der ganzen Funktionen in K(p) benutzt. KÜRSCHÄK beschlieszt 
den $ 45 seiner Abhandlung mit der Bemerkung, dasz auch in allen anderen 
Fällen die Sätze über die Bewertung der algebraischen Erweiterungen 
mittels solcher Methoden bewiesen werden können, die den HENSELschen 
Ueberlegungen etwas näher stehen als die von ihm selbst benutzten. Er 
hat aber vergebens nach einer gröszeren Annäherung gestrebt. Es gelingt 
K. RycHuLik (J.£.d.r.u.ang. Math. 153 (1924)) die KÜRSCHAKschen 
Resultate mittels der HENSELschen Methoden zu beweisen (siehe $ 5 dieses 
Kapitels). 


$ 3. KÜRSCHAK stellt am Schlusse seiner Abhandlung folgende Frage: 
Ist schon die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung des Körpers 
der rationalen p-adischen Zahlen vollständig? Oder, gibt es in der kleinsten 
Erweiterung von K(p) zu einem algebraisch abgeschlossenen vollständigen 
Körper Gröszen, die keiner algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus 
K(p) genügen? Er spricht die Vermutung aus, dasz es solche ‚transzen- 
denten” p-adischen Zahlen wirklich gibt. Es ist OSTROWSKI gelungen nicht 


707 


allein diese Frage zu bejahen, aber sogar die allgemeinere Frage zu lösen, 
wann die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung K’ eines voll- 
ständigen Körpers K vollständig ist (Ostrowskı: Fragen der allgemeinen 
Körpertheorie, J. f. d. r. u. ang. Math. 143 (1913)). Er beweist nämlich, 
dasz: 

l. jede endliche separable Erweiterung eines vollständigen Körpers 
vollständig ist; 

2. eine unendliche separabele algebraische Erweiterung eines vollstän- 
digen Körpers nicht vollständig ist und 

3. die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung eines vollstän- 
digen Körpers dann und nur dann vollständig ist, wenn sie endlich in bezug 
auf diesen Körper ist. Für die Beweise verweisen wir auf die Original- 
abhandlung. 

Vier Jahre nachher erscheint von OsSTROWSKI ein zweiter Aufsatz: Zur 
Theorie der perfekten Körper (J.f.d.r.u.ang. Math. 147 (1917)), In 
einer Fusznote bemerkt OsSTROWSKI, dasz er die Definition der Bewertung 
statt der Forderung |1+a|<1+|a|l der schärferen Bedingung 
ja+ bj<smax (ja|,|b|) unterwirft. (Damit beschränkt er sich also auf 
die nicht-archimedischen Bewertungen. Wie OSTROWSKI an anderer Stelle 
zeigt 1), sind die wichtigsten Fragen der Bewertungstheorie im Falle der 
archimedischen Bewertung trivial zu beantworten.) 

Es wird in der zweiten Abhandlung OsTrowskIs die folgende Frage 
untersucht: Unter welchen Umständen ist eine bewertete algebraische 
Erweiterung eines vollständigen bewerteten Körpers selber vollständig? 
Es stellt sich heraus, dasz 


l. jede endliche bewertete Erweiterung K eines vollständigen Körpers 
K vollständig ist; 

2. eine algebraische bewertete Erweiterung K eines vollständigen 
Körpers K, die Gröszen von beliebig hohem Grade in bezug auf K enthält, 
nicht vollständig ist; 

3. die kleinste algebraisch abgeschlossene bewertete Erweiterung K 
eines vollständigen Körpers K dann und nur dann vollständig ist, wenn 
sie endlich in bezug auf K ist. Den Satz 3 hat OSTROWSKI bereits in seiner 
früheren Abhandlung vollständig, die Sätze 1 und 2 aber nur unter der 
Voraussetzung bewiesen, dasz K separabel in bezug auf K ist. Wir müssen 
die Beweise unterlassen. 

Zum Schlusz sei noch erwähnt, dasz OSTROWSKI in dieser Abhandlung 
beweist, dasz die von KÜRSCHAK angegebene Bewertung algebraischer 
Erweiterungen auch die einzig mögliche Bewertung derselben ist. Der 
Beweis folgt hier in $ 6. 


$ 4. Die im Jahre 1918 in dem Acta Mathematica 41 erschienene 


1) Ueber einige Lösungen der Funktionalgleichungen @(xy) = (x) p(y); Acta 
Mathematica 41 (1918). 
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Arbeit „Ueber einige Lösungen der Funktionalgleichung g(xy) = y(x)e(y)" 
von A. OsTtrowskı darf man sehr wichtig für die Bewertungstheorie 
nennen. In dieser Abhandlungen sollen die Lösungen der Funktional- 


gleichung 
p(xy) = p(x) (y) | (1) 
mit der Nebenbedingung p(0) = 0 und 
y(xty)splx) + p(y) (2) 
untersucht werden, wo die Funktion nur reeller Werte fähig ist, die 
Argumente x, y, ... aber sämtliche Elemente eines beliebigen Körpers 


darstellen. Untersucht man zuerst das System (1), (2) im Körper R der 
rationalen Zahlen, dann ist, abgesehen von einigen trivialen Lösungen, 
entweder 

elle 0<e=l 
(wenn man für gewöhnliche Absolutbetragbewertung Doppelstriche 
benutzt), oder 


pP (X) cr (el, 

wo a(p,x), die Ordnung, die ganze Zahl ist von der Eigenschaft, dasz 
ee) in gekürzter Form weder im Zähler noch im Nenner p enthält. 

Der von OsTRowskI herrührende Satz zeigt also, dasz die uns bekannten 
Bewertungen des Körpers der rationalen Zahlen, nämlich die p-adischen 
und die nach dem absoluten Betrag, im wesentlichen die einzig möglichen 
sind. Der Beweis von OSTROWSKI ist später von ARTIN (Ueber die Bewer- 
tungen algebraischer Zahlkörper, J. f.d.r.u.ang. Math. 167, 1932) und 
V. D. WAERDEN (Moderne Algebra I) etwas vereinfacht worden. Wir 
geben hier den Beweis von V. D. WAERDEN. 

Bezeichnen wir p (a) mit |a|, so folgt einfach |n|< | n ||, wenn n eine 
ganze rationale Zahl ist. Seien nun a und 5b zwei natürliche Zahlen >1 
und entwickeln wir b" nach Potenzen von a 


bzotaata:cal (Eu <a,nF0. 


Es ae an 


loga 
er =laltlareltr Hr a]lal 
all 2220129) 
=a(n + 1) max (1, |a |”) 


=a(n+1)M", 
wenn M — max (1, |a|), also 
lab , logb 
jr <a(18 +1) mie ‚ oder |b|= Ma 


load 
|b|=max (1, |a|!e«), 
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1. Die Bewertung ist archimedisch: dann gibt es ein b mit |b| >1. 
Wäre für irgend eine andere ganze Zahl a>1 etwa |a|< 1, so würde 
aus der eben bewiesenen Ungleichung der Widerspruch |b|<1 folgen. 
Es ist also |a|>1 für alle ganzen a>1. Also gilt 


logb 
dla; 


1 1 
da aber a und 5b vertauscht werden können, so gilt |a |!osa — |b|!oed. 


Ist |5| = be, so folgt hieraus |a| = a® und also |r| = ||r |je für 


jede rationale r. Es ist o>0 wegen |a|>1, und o<1 wegen 22 — 
Ziele 1-4 1,= 2 

2. Die Bewertung ist nicht-archimedisch; es ist also |a|<1 für alle 
ganzen a. Aus |a|<1 und |b|<11 folgt |a+ 5|< max (|a|, |5B|) <1, 
also bildet die Gesamtheit aller ganzen Zahlen a mit |a|<1 ein Ideal im 
Ring der ganzen Zahlen; das Ideal ist prim, weil aus |ab| = |a|-|b|<1 
entweder |a|<1 oder |b|<1 (oder beides) folgt und jedes Primideal 
wird im Ring der ganzen Zahlen von einer Primzahl erzeugt, also sind alle 
ganze Zahlen a mit |a|<1 Vielfachen einer Primzahl p. Jede rationale 


Zahl r kann in der Form r = pe mit ganzen, nicht durch p teilbaren m 
n 


und n geschrieben werden. 


—_ —loglpl 


eine 
logp 


Daaın | 1,50 wird |r| = jpf=p wo o 


feste, wegen |p| << 1, positive Zahl ist. 

Aus der zweiten Hälfte dieser Abhandlung geht hervor, dasz bei den 
tiefergehenden Untersuchungen der Bewertungstheorie allein die nicht- 
archimedischen Bewertungen von Belang sind. Denn es gilt nach 
OsTRrowskI: Ein archimedisch bewerteter Körper K ist zu einem mit ge- 
wöhnlichen Absolutbeträgen bewerteten Körper aus komplexen Zahlen 
isomorph. 

Betrachten wir nämlich den Körper W aller reellen Zahlen, so gibt es 
in W irreduzible Funktionen von einer Unbestimmten nur vom zweiten 
Grade und es genügt eine Wurzel einer von ihnen, etwa von x? +1 zu 
adjungieren um den Körper Z aller komplexen Zahlen zu erhalten, in dem 
es schon keine nichtlinearen irreduziblen Funktionen von einer Unbe- 
stimmten mehr gibt. 

Ordnet man jeder Zahl a von Z die Zahl || «| 
entstehende bewertete Körper Z, zugleich einen vollständigen Körper da, 
weil Z es ist. Von Z, gilt nun der wichtige Satz: 

Es gibt keinen archimedischen bewerteten Körper K, der einen Körper 
Z. zum Unterkörper hat, ohne mit ihm identisch zu sein. 

Nehmen wir nämlich an, es gebe eine bewertete Erweiterung K von 
Z,,und es sei x ein in K aber nicht in Z, enthaltenes Element. Es sei die 


® zu, so stellt der so 
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untere Grenze der Zahlen |x— a|, wo a alle Gröszen von Z, durch- 


läuft, gleich m. Dann gibt es ein A aus Z, mit |x — A| = m. Denn sonst 
müsste es eine Folge der komplexen Zahlen a, (i=1,2,...) geben, so dasz 
lim |x— an | = m ist. 
n— © 

Die komplexen Zahlen a; müszten aber dann eine Häufungsstelle A 
haben mit |x— A| = m, denn die absoluten Beträge der Zahlen a; sind 


begrenzt, wegen 
all + 2a: 


Das Element <— A von K, das wir durch y bezeichnen, hat dann die 
Eigenschaft, dasz für alle Gröszen aus Z gilt: |y— a|2|y| = m. Wäre 
m +0, so existierte eina von Z, mit O<Jal<m= |y|. 

Nun besitzt auch y— a die Eigenschaft, dasz für kein Element a von 
Z. |\y—a—a|<|y—a|=m sein kann. Daher besitzt auch y — 2a 
jene Eigenschaft, dasz für kein Element a von Z, 


|y—2a—a|<|y—2o| =m 


sein kann. Also ist |y—na| = |y| = m für jede natürliche Zahl n. Dies 
ist aber unmöglich. Denn es folgte dann 


2m =\|y—na|+ |y|=|na| = n® 


al, 


wo die rechte Seite mit n unendlich grosz wird, während 2m konstant ist, 
also wäre die Annahme m #0 unmöglich. 

Es stellt sich nun leicht heraus, dasz ein beliebiger, archimedisch bewer- 
teter Körper K mit einem Unterkörper von Z, analytisch isomorph ist 
(d.h. so isomorph, dasz die entsprechenden Elemente dieselben Bewertungen 
haben). Denn der derivierte Körper K’ enthält den bewerteten Körper 
W, (oder einen zu ihm analytisch isomorphen). Ist x? + 1 = 0 irreduzibel 
in K’, so adjungieren wir zu K’ eine Wurzel von x? + 1 = 0 und bewerten 
den so entstandenen Körper K’” (andernfalls setzen wir K’”— K’). Dann 
musz K” einen mit Z, analytisch isomorphen Unterkörper Z, enthalten. 
Nach dem Bewiesenen fällt aber K” mit Z/, zusammen. Also ist X mit 
einem Unterkörper von Z, analytisch isomorph. Ist umgekehrt X mit einem 
Unterkörper von Z isomorph, und ordnen wir jedem Element von K die 
Bewertung zu, die das ihm entsprechende Element in Z, hat, so entsteht 
eine archimedische Bewertung von K. Zum Schlusz sei noch erwähnt, dasz 
man aus jeder isomorphen Abbildung von K auf Z nach dem Obigen eine 
archimedische Bewertung von K herleiten kann. 

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Satz, durch welchen die 
Theorie der archimedischen Bewertungen erledigt wird: 

Alle archimedischen Bewertungen eines Körpers K werden erhalten, 
indem man K auf alle möglichen Weisen in den Körper der reellen oder 
in den der komplexen Zahlen einbettet und jedesmal |a| = | al, 0 <o<iI 
setzt. 


Mathematics. — Elemente der intuitionistischen Funktionentheorie. 
(Fünfte Mitteilung) '). Die intuitionistische Uebertragung des 
PıcARDschen Satzes. By M. J. BELINFANTE. (Communicated by 
Prof. L. E. ]. BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


Dieser Schlussteil meiner Untersuchung enthält die intuitionistische 
Uebertragung der PıcArDschen Sätze!), deren elementarer Beweis das 
Hauptziel meiner Untersuchungen über die Elemente der intuitionistischen 
Funktionentheorie war. Bei diesem Beweis ist der LAnDAuschen Dar- 
stellung ?) auf Schritt und Tritt gefolgt. Es enthält $ 1 einen Hilfssatz, 
$ 2 den BLocHschen Satz, $ 3 den SCHOTTKYschen Satz, $ 4 den kleinen 
PıcarDschen Satz und $ 5 die intuitionistische Ulebertragung des grossen 
PıcArDschen Satzes. 


$1. Satz A. Es sei f(z) regulär für |z|=R und ebenda |f(z)|<M. 
Es sei weiter f(0)=0 und |f ())=a>0. Es lässt sich dann eine nur 
von a, R und M abhängige, positive Konstante o=y(M;aR) derart 
bestimmen, dass f(z) in |z!<R alle Werte w annimmt, die dem 
absoluten Betrage nach = sind. 


Ar 


Beweis. Wie aus der Betrachtung von F(z)= Rf (0) ersichtlich, 
können wir uns auf den Fall R=1, f’(0)=1 beschränken. = ist dann 
= E \ 
MZ=1. Nun hat man für 2=,7y: 
N ut] Mi, 
Fe) ei al Fee 


folglich für een: Fal> ag: 


Mithin ist für |w| = ar 


nn Eiadz \ 
er fd)—w f(@) re 
| 


Izi=, Mi= z 


zZ 
Fade 
I f(z) 
I=zu 
1) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 173, 276, 420, 563. Von 
dieser fünften Mitteilung wurden die Resultate schon mitgeteilt in Proc. Kon. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, 34, 1395—1397 (1931). 


2) E.LANDAU, Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen- 
theorie. 2te Aufl. 1929. 


1 
4M 
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Folglich lässt sich nach dem Hauptsatz der 2 Mitteilung ?) für 


w|= o eine Nullstelle von f()—w in |z|< nr bestimmen. Also 


2D2 
Is 2 — und im allgemeinen Fall on, eine Zahl mit der ver- 


en 
langten Eigenschaft. 


$2. SatzB. Es sei f(z) regulär für |z|=1 und |F(O)|=1. 
Alsdann nimmt f(z) dort alle Werte eines Kreisinnern vom Radius B 
an, wo B eine absolute Konstante ist. 
a8 

f (0) 
können wir uns auf den Fall f'(0)=1 beschränken. Wir zeigen, dass 
die Konstante p(1;4) von Satz A $1 Radius eines solchen Kreisinnern 
K ist. Um bei einer vorgelegten Funktion f(z) den Mittelpunkt w, von 
K zu bestimmen, wählen wir eine solche positive Zahl u, dass f’ (z) 
in |z2|=1 dem absoluten Betrage nach < u bleibt. Weiter bestimmen 
“t% 

2P 
wir zu jeder ganzen Zahl n=p (inklusive Null) eine rationale Zahl M,„ 


ersichtlich, 


Beweis. Wie aus der Betrachtung von F(z) 


<] ist und schliesslich wählen 


wir die ganze Zahl p so, dass 


und eine komplexe Zahl z, mit |„|=1— 8 in solcher Weise, dass 


2 
IF (zu) > Mn—+ ist und die Beziehung | ()!=M, für jedes z mit 
|z|=|zn| (also nach Satz 7 der zweiten Mitteilung *) auch für jedes z 
mit. |2|< |z.|) gilt. Da ou = 0 und 0) Si serdas ML gesetzt 
werden. Es ist offenbar = <1; mithin lässt sich ein solches v»<p 


bestimmen, dass: 


M, — M,+ı 
= =1> 


DH 


ist. Es ist dann f(z,) der gesuchte Mittelpunkt wy. Denn setzen wir 


gsk@)=f(z+2z,)— f(z,), so haben wir für |z| = _ 


z+z,|=]|z,;1|, mithin |/(e+z)|$M, u <2+', 


af roazl<ı 


3) Vgl. Proc. Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, 44, 420. 
4) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 285. 


folglich: 
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Beer) = 0 und |) =EIE > Me 


Wendet man also den Satz von $ 1 an auf g(z) mt M=1, R= —— 


und a=2""!, so erkennt man, dass g(z) alle Werte des Kreisinnern 


wl=e(l; )=B in el annimmt. Mithin nimmt die Funktion 


faa=g(@—-z) + w, alle Werte des Kreisinnern |v— wu ZB an und 


zwar in |z—z,|< un aloinı2)< 1. 


$ 3. Satz C. Zu jedem w>1 und jedem 9 mit O<9<1 lässt 
sich eine solche positive Zahl y(w;®) bestimmen, dass jede in |z =1 


Fe Funktion F(z), die dort den Bedingungen F()#0, F(e)#1 
und —E \F(0)|<®°) genügt, in |z|=% der Ungleichung | F(z)| <y(o;%) 


genügt. 
Dem Beweis schicken wir einige Hilfssätze voraus. 


Lemma I. Setzt man: 
G=+lg(| m+1+V mM)+4nal 1 
(m,n ganz positiv oder Null), 
so Ist: 


=V 1 [,20,.-2G] 
2 
—e a ® 


Lemma I. Jeder Kreis vom Radius Eins enthält wenigstens einen 


Punkt G=+log(/ m+1+ I m)+4na| —1 in seinem Innern. 


Lemma III. Es sei f(z) regulär für |z|=1 und es gäbe in jedem 
Kreisinnern vom Radius Eins einen Wert, den f(z) auslässt.°) Es sei 
weiter d eine positive Zahl kleiner als Eins. Alsdann gilt für jedes 
z|=9: 


SE het 
Kern: 


wo B die Konstante von Satz B $ 2 ist. 


Beweis von Lemma Ill. Für jedes |,|Z% gilt entweder: 


, 1 
rg: oder: IM Gl > zu 


5) Diese letzte Bedingung darf durch die geringere |F(0) | <w ersetzt werden. Vgl. 
Satzı@». 

6) Wir sagen, dass f(z) in einem Gebiet g den Wert a auslässt, falls die Beziehung 
f(z) =a für jedes z in g ungereimt ist. 


Z1A 


ErzoerN 92 , — 

are 
regulär und g’(0)=1 ist, nimmt g(z) dort nach Satz B $ 2 alle Werte 
eines Kreisinnern vom Radius B an. Mithin nimmt f(z) in |z| =1 zwar 
alle Werte eines gewissen Kreisinnern K vom Radius B(1—#)|f (z,)| 
an, jedoch (nach Voraussetzung) nicht alle Werte eines mit K konzen- 
trischen Kreisinnern vom Radius Eins und hieraus folgt sofort die 
Behauptung. 


Da im letzten Fall die Hilfsfunktion g (z) = 


Beweis von Satz C,. Durch die Beziehung: 


f@)=1lo oe Di -1) at 


2a) —1 2nl —1 


oder: 
=V 1 g2Jaly e-2ftal} 
Bo 3 (2) 


werden wegen F(z Ka und F(2)#1 in |z|=1 reguläre Funktionen 
f(z) definiert. Wegen —- <|F(0)|<w lässt sich zu jeder die Bedingungen 


des Satzes erfüllenden Funktion F(z) eine Funktion f(z) so festlegen, 
dass f(0) dem absoluten Betrage nach kleiner als eine nur von w ab- 
hängige, positive Zahl @ (w) ist. Wenn nun G dieselbe a hat wie 
in Lemma I, so ist nach Lemma I und (2), wegen F(e)F1,f@)F G.) 
Nach Lemma II und III hat man. also: |f’ (z Er: für jedes 
|z|=d». Mithin ist für jedes | 2] =: 


FOl=IrOl+ | Folde<pa)t gg : : @ 


Aus (2) und (3) folgert man nun leicht, dass sich eine positive, nur 
von w und ® abhängige, Zahl y(w, 9) bestimmen lässt mit der Eigen- 
schaft, dass jede die Bedingungen des Satzes erfüllende Funktion F(z) 
für |2)=0% absolut genommen kleiner als y (w, 9) bleibt, w.z.b.w. 


Satz C,. Es gilt die Behauptung von Satz C, auch, falls statt 
_<|F0 )I\<o® nur |F(0)|<w vorausgesetzt wird. 


7) Denn für eine reguläre Funktion F(z) folgt aus F(a) # F(b), dass a # b ist, 
wie aus i 


Fi) — Fl)= DV Fr #0 


ersichtlich. 
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei >3. Es ist 
1 
entweder: |F(0)| > oder: |F(0)|< = Im letzten Fall braucht man 


nur Satz C, anzuwenden auf F,()=1-—F(z) mit +1 statt w. 


$4. Satz D. Es sei F(z) ganz und variabel und es seien a und 
b7Fa komplexe Zahlen. Alsdann nimmt F(z) wenigstens einen der 
Werte a und b an. 

Bemerkung. Die Aussage: “Eine ganze nicht-konstante Funktion F(z) 
lässt entweder keinen oder nur einen Wert aus’ ist nicht stichhaltend. 
Man erkennt dies an dem Beispiel F(z)=e?(l+.ae?), falls weder a—=0 
noch a0 bekannt ist. 

Beweis von Satz D. Wir setzen eo und zeigen, dass f(z) 


wenigstens einen der Werte Eins und Null annimmt. Wir bestimmen z, 


derart, dass f’(z,) #0 ist. Sei  >1 so gewählt, dass |f(z,)|<w ist 
und sei r= 'D wo y(®;4) die Konstante von Satz C, mit 9—=1 


ist. Wir setzen n,=0, n.=1 und wählen für v=1;2 ein den Kreis 
|z—2,|=r in seinem Innern enthaltendes Polygon /,, auf dessen Rande 


1 "Fid)d SE 
f(z)F n, ist. Sei nun ,= | . Ist ,>0, so lässt sich 
2z)\ —ı) fi) 
a I 


—n, 


nach dem Satz vom Integral der logarithmischen Ableitung eine Null- 
stelle von f(z)—n, bestimmen. Folglich brauchen wir nur zu beweisen, 
dass die Beziehung / =7,=0 unmöglich richtig sein kann. In diesem 
Fall aber wäre nach Satz VI der zweiten Mitteilung °) in dem Kreis 
z—-2|=r: f(J)#0 und f(2)#1. Setzen wir: 


2y (0;4) ] 
> era Re y4 Zo(> 
9 (2) % f (2,) + 0 ) 
so wäre für |2|=+, wegen |g(0)|=|f(z,)| <®, nach Satz C, |g(z)|< y(o;5), 
folglich |g’(0)| < 2y(w; 4), entgegen der Beziehung g’(0)=2y(o; 3). 
Umkehrung von Satz D. Eine ganze Funktion F(z), die zwei von 
einander verschiedene Werte a und b auslässt, ist konstant. 


Beweis. Wäre F(z,)# F(z,), so wäre nach Satz D entweder irgendwo 
F(z)=a oder irgendwo F(z)=b, entgegen der Voraussetzung. 


$ 5. Hilfssatz. Es sei f(z) eindeutig-regulär und variabel für O<|z|=r 


und es sei w(w;4) die Konstante von Satz C, mit 9—=y%. Es seien 


weiter drei komplexe Zahlen L,, € und [, gegeben, die folgenden Be- 
dingungen genügen: 
8) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 234. 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 46 
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Kara 
FI) oe er 
FO Da Be) 


Alsdann nimmt f(z) in |z2|=r wenigstens einen der beiden Werte 
Null und Eins an. 

Beweis. Wir setzen nn —=0 und n„=|1. Wir wählen für v—=1,2 in 
|z|<r zwei Polygone /, und Z, (l, innerhalb L,) in solcher Weise, dass 
der Ring 

Blei lee nee 


in dem von /, und ZL, gebildeten Polygonring liegt und dass auf dem 
Rande von /, und von L, die Ungleichung f(z)F n, gilt. Wir setzen 


weiter: 
Tl: zul 
Be Er Zen 


Falls die ganze, nicht negative Zahl /,>O0 ist, so lässt sich nach dem 
Nebensatz zum Hauptsatz der dritten Mitteilung °) eine Nullstelle von 
f(z)—n, bestimmen. Wir brauchen also nur zu beweisen, dass die 
Beziehung , =1,=0 unmöglich richtig sein kann. In diesem Fall aber 
wäre nach einem Satz der dritten Mitteilung !°) die Beziehung f(z)—n,#0 
in dem Ring (C) erfüllt. Bestimmen wir nun für p=1,2 die in |z| =1 
regulären Be u durch die Beziehung h,(z) = f(£) et”?), so 
wäre für |z|=1: #0, h,lz)F1 und |h,(0)|<w. Nach Satz C, 
wäre dann für se, Ark) <y(o;4), folglich: |f(z)| <y(o;3$) für 
jedes z mit |z|=|{,|, mithin (nach einem Satz der dritten Mitteilung zn 


auch für jedes z mit |&|<|z|<|d,|, entgegen den Voraussetzungen 
(3) und (1). 


Satz E,. Es sei F(2) eindeutig-regulär für0 <|z—z,|< Rund es sei 
der Punkt z, wesentlich singulär. Es seien zwei von einander entfernte 
komplexe Zahlen a und b und eine positive Zahl o<R beliebig vor- 
gelegt. Alsdann nimmt F(z) in dem Kreise |z—2z,| =_o wenigstens 
einen der beiden Werte a und b an. 


Beweis. Wir setzen f(z) = ee 


E ® O - 5 : 
dass f(z) in dem Kreise |2|< ,=r wenigstens einen der beiden Werte 


und brauchen nur zu zeigen, 


as) 


Eins und Null annimmt. 


9) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 425. 

10) Nebensatz zu Satz VI der zweiten Mitteilung, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., 
Amsterdam, 44, 425. 

11) Nebensatz zu Satz VII der zweiten Mitteilung, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., 
Amsterdam, 44, 425. 
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Nach dem WEIERSTRASSschen Satz?) können wir drei komplexe 
Zahlen £,, & und £, bestimmen, welche die Bedingungen (1), (2) und (3) 
des Hilfssatzes erfüllen. Folglich ist der Satz eine unmittelbare Folgerung 
des Hilfssatzes. 


Bemerkung. In der klassischen Theorie beweist man den Satz, dass 
eine für O<|z—2,|<R eindeutig-reguläre Funktion, die dort die Werte 
a und b auslässt, in z, keine wesentlich singuläre Stelle hat. Wir be- 
weisen jetzt eine mit diesem klassischen Satz verwandte intuitionistische 
Umkehrung des grossen PicARDschen Satzes; wir betonen aber, dass 
der obige Satz E, keineswegs eine unmittelbare Folgerung dieser Um- 
kehrung E; ist. 


Satz E,. Es sei F(2) eindeutig-regulär für O<|z—z,)|<R und es 
habe die LAURENTsche Reihe: 


F)=Sa(2—2)" +8 bn(@— 2)" 
0 1 


wenigstens einen von Null entfernten Koeffizienten bx. Es seien weiter 
zwei komplexe Zahlen a und ba und eine positive Zahlo<R 
derart gegeben, dass F(z) in |z—z, <o die Werte a und b auslässt. 


SQ 


Alsdann ist z, ein Pol von bestimmter Ordnung "°). 


Fio+Rz)—a 


Beweis. Wir setzen wieder f(z) = N . Wir wählen £, und 


®>1 derart, dass |&, |< = et" und f(&)|<o (1) ist. Sei ö kleiner als 


jede der Zahlen |Z,| und Ye ER Br IB . Es lässt sich dann £ mit |{|=6 


so bestimmen, dass |f(&)| > y(o;#) a BR Denn aus |f(z)| <2y(o; 4) 
für jedes |z|=ö würde Bi 


ut zk1dz 
I&l=!,- A [0 


Aus (1) und (2) folgern wir nun, dass die Beziehung |f(&) <® 
unmöglich für ein £, mit || <|?| erfüllt sein kann, da sonst f(z) nach 


<|br|. 


dem obigen Hilfssatz in |z| rn einen der beiden Werte Eins und Null 


annehmen würde. Es gilt somit |f(2)|>4® für |z|<|2|. Folglich hat 
f(z) nach der Umkehrung des WEIERSTRASSschen Satzes'”) in z=0 


einen Pol bestimmter Ordnung. 


12) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 565. 

13) Vgl. die Umkehrung des WEIERSTRASSschen Satzes, Proc. Ned. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, 44, 566. 

14) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 566. 
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Mathematics, Quelques applications de la theorie moderne du potentiel aux fonctions 
holomorphes. Par A. F. MONNA. (Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


1. Introduction. — Le but de cet article est de montrer par quelques exemples 
limportance d’une application aux fonctions holomorphes de la theorie moderne du 
probleme de DIRICHLET et des fonctions sous-harmoniques, ou encore plus generalement, 
de la theorie moderne du potentiel. 

D’une part, l’importance de cette application a un sens direct: on peut obtenir des 
generalisations de th&or&mes connus, par exemple des generalisations quant ä la frontiere 
des domaines. 

D’autre part l’application des resultats de la theorie mentionnee peut faire sortir la 
vraie nature d’un theoreme, En effet, puisqu’on applique des theor&mes sur des fonctions 
reelles, la voie s’ouvre pour obtenir des theor&mes dans un espace ä plus de deux 
dimensions — naturellement des theor&mes sur des fonctions reelles — qui correspondent 
ä des theoremes sur les fonctions holomorphes. Si une telle generalisation est possible, 
on peut presumer que le theoreme sur les fonctions holomorphes peut £&tre etabli sans 
aucun moyen specifiquement deux-dimensionnel, et inversement, si une telle gen£ralisation 
n'est pas possible, il semble que de tels moyens, par exemple la representation conforme, 
sont indispensables. 


Remarguons que si f{z) est holomorphe dans wn domaine, log |f(z) | y est sous- 
harmonique. 

Dans ce qui suit nous faisons usage de la notion de „mesure harmonique”. 
M. R. NEVANLINNA a dejä utilise cette notion dans son livre „Eindeutige Analytische 
Funktionen”, mais pas sous la forme la plus generale. Pour la theorie generale de cette 
mesure on peut voir un article de M. BRELOT, intitul& „Familles de PERRON et problöme 
de DIRICHLET” ). L’auteur y &tudie le problöme de DIRICHLET pour valeurs-frontiere 
non continues. Il arrive aux notions „mesure harmonique interieure’ et „mesure harmonique 
exterieure” d'un sous-ensemble de la frontiere d’un domaine. Si ces deux mesures sont 
egales, il appelle la valeur commune la ‚„mesure harmonique” et l’ensemble est dit 
„mesurable”. En particulier les ensembles boreliens sont mesurables. La mesure harmonique 
est indiquee par uP(e); elle depend de la position du point P dans le domaine et est 
une fonction harmonique de P. 

Les resultats sur les fonctions harmoniques ou sous-harmoniques sont valables dans un 
espace euclidien a un nombre quelconque de dimensions. 


2. Lemme de SCHWARZ. — Ce lemme apparait comme un cas particulier d'une formule 
donnant une representation generale des fonctions sous-harmoniques: 

Si u(P) est sous-harmonique dans le domaine borne 2 et si u admet une majorante 
harmonique dans 2, d’oü resulte qu'il y a une plus petite majorante harmonique u*(P) 
pour u, alors on a 


“(P=— [GP,SIAAS) HP). «Cr e 


1) Acta de Szeged IX (1939). 
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Ici, 0 signifie une distribution de masse positive dans 2 (determinee uniquement par u) 
et G(P,S) la fonction de GREEN pour Q avec pöle en S (au sens generalise de WIENER; 
G peut donc &tre discontinu en quelques points de la frontiere 2). Si en particulier u est 


borne superieurement dans 2, u<M, il s’en suit 


«(P=— (GP. S)dAIS)+M.. RN 


Supposons que u(P) est telle que la distribution 9 contienne les masses finies n,>0 
dans les points S,, en nombre fini ou infini denombrable. Alors on obtient, G &tant > 0, 


A ee) 

i 
Si la serie diverge, la formule reste vraie, puisqu’alors les deux membres sont —c». 
Appliquons cette formule aux fonctions holomorphes dans 2. Soit done f(z) regulier 
et de module borne superieurement. Soient a,les zeros de f(z) avec multiplicite n,; 


n, entier > 0). La distribution 4 correspondant ä log | f(z) | a les masses n, aux points a;. 
On obtient donc 


log) = Mn iz) ee) 
I 
En prenant pour 2 le cercle |z|<R,a,=0etn,=1,onaG(za,)= [og et (4) 
devient le lemme de SCHWARZ: 
E 
R 
Il se peut que la serie ä droite de (4) diverge partout dans Q; si elle diverge en un 
seul point zu # a,, elle diverge partout en vertu du theor&me de HARNACK. Il suffit donc 


fal=e" 


par exemple de choisir les multiplicites en a, telles que 


l 


I Teirene 


Inversement, si la serie converge en un seul point z # a,, elle converge partout dans 2 
sauf aux points a, oü elle est infinie logarithmique. 
Il s’en suit le theoreme suivant: 


Si la fonction f(z) est telle que la serie 
Sn: G (z,aı) 
i 
diverge en un point z de Q#a,, F(z) est non bornee dans 2 ou bien, elle est identi- 
quement zero. 


Remarquons que si dans les relations (3) ou (4) l’egalite a lieu dans un seul point 
#a,, on a partout dans 22 l’Egalite puisqu’une fonction sous-harmonique ne peut avoir 
un maximum dans un point interieur que si elle est partout constante. On a alors 


Fe)=et Hera 
I 


oü ®(z,a,) designe la fonction analytique ayant G(z,a;) comme partie reelle. 
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3. La formule de POISSON-JENSEN. — Soit u (P) sous-harmonique dans 2 et borne 
superieurement. Posons (Q designe un point de la frontiere 2 de 2) 


1 (OÖ) lim alba 5) 


P>RQR 


)(Q) est semi-continu superieurement et sommable (z), de sorte que lintegrale 


= (HaAQ) . TR 


existe et est finie. On a alors (BRELOT, Acta de Szeged!) ) 


BI Rn are eV 


Aux points requliers de & on a 


lim v (P)=1.(Q) 


I) 


et donc, en vertu de (5) et (7) 


lim te = mo ME ar 8) 
P>Q PZRQR 
v(P) est une fonction harmonique dans 2, puisque uP est harmonique. 
C'est donc une majorante harmonique de u(P) et v(P) vaut donc au moins la plus 
petite majorante harmonique u*(P) de U (P) sur 2: 


ES EN >. 216) 


Par cette relation on peut ameliorer les inegalites ( (3). On obtient respectivement 
ce + [ua ah 
et 


«(PS In G(P,5)+ [HQ)aw(Q). ee 


Ces deux formules expriment une relation entre la valeur de z dans un point interieur 
de 2 et les plus grandes limites de u a la frontiere et ils ressemblent donc la formule de 
PoISSON-JENSEN de la theorie des fonctions holomorphes. Cependant, celle-ci exprime 
une egalite. Il faut donc etudier quand dans (7) l’egalite a lieu, 

Si l’egalite a lieu en un seul point interieur, l’Egalit& a lieu partout. Puisque v(P) est 
harmonique il faut pour cela que u(P) est partout harmonique dans 2, Mais cela ne suffit 
pas comme le montre l’exemple suivant. 

Supposons que u, borne superieurement, est sous-harmonique dans un domaine A 
contenant 2-2 et harmonique dans 2. Supposons de plus que l’ensemble des points 
de 2 dont la partie du voisinage appartenant ä 2 est un voisinage fin 2), est de mesure 


1) Voir aussi M. BRELOT, Quelques applications aux fonctions holomorphes de la 
theorie moderne du potentiel et du probleme de DIRICHLET,. Bull. Soc. Royale des Sc. 
de Liege Ns. 6-7 (1939), 

2) On entend par cela une partie du voisinage dont la section par une sphere de 
centre Q est de mesure infiniment petite par rapport ä l’aire de la sphere, 
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harmonique nulle; il existe &videmment de tels 2. On a alors en vertu des proprietes des 
fonctions sous-harmoniques j 


Quo), 


sauf peut ätre aux points d’un ensemble de mesure harmonique nulle. u(P) stant defini 
dans A, contenant Q +, Ja meilleure majorante harmonique existe; elle vaut 


2(P)= fr (Adur(Q) 


M 


On a donc 


Nous supposons encore que l’ensemble des points irrequlierd de Q n’est pas vide 
(ceci est compatible avec la condition precedente) et que la distribution de masse, 
correspondant ä ı, porte une masse finie sur cet ensemble, soit —m(Q). On a alorst) 


z(P)—w*(P) = (6 PO dnO). 


Donc, puisque u — u* en vertu de l’'harmonicit& de u dans 2, 
v(P)>u(P). 
si 


Remarguons que dans cet exemple u n'est pas born& inferieurement au voisinage de > 
puisque la distribution porte une masse finie sur un ensemble de capacit&e nulle. Si nous 
ayons exige ceci, donc u>m, la distribution correspondant ä u(P) n’avait pas portee 
une masse finie sur l’ensemble des points irr&guliers. Alors on aurait z — u*, done v— u. 

Par suite de ces exemples on pourrait s’imaginer qu'une condition necessaire et 
suffisante pour u est d’etre born& inferieurement. Cependant ni l’un, ni l’autre est vrai. 
Que ce n'est pas une condition necessaire est immediate: il suffit de considerer un domaine 
tel que dans l’exemple precedent, mais maintenant sans points irreguliers, et de placer une 
masse finie negative dans un point de 2, Alors u n'est pas borne et neanmoins on a 
v—ü—u*—u. On peut egalement sans peine construire un exemple montrant que la 
condition n’est pas suffisante. On utilise la notion de „solution exterieure” et la distribution 
vP sur 2, obtenue par extremisation de la masse unite dans P. Nous n'insistons pas. 

Une condition suffisante pour qu’on ait u(P) =v(P) est que u est continu aux points 
de 2 sauf peut-etre aux points d’un ensemble de mesure harmonique interieure nulle. 
La demonstration est simple. On a aux points reguliers sauf sur un ensemble de mesure 
harmonique interieure nulle puisque A est semi-continu sup6rieurement, 


lim v (P)=1(Q)= lim u(P) 
P>RQ P>RQR 


Donc presque partout (au sens mentionne ci-dessus) 


lim # (P)—u(P))=0, 
PR 


d’oü resulte 


— 
VB, 
Avec (7) on a donc u(P) —v(P). 


1) Voir M. BRELOT, Fonctions sous-harmoniques et balayage, Ac. Royale de 
Belgique XXIV (1938). 
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L’application aux fonctions holomorphes donne: 


Soit f(z) regulier dans 2 et soient a; (i=1, 2, ...) les zeros de f(z) avec multiplicite 


n,. Soit | f(z) | borne et continu presque partout (u) sur 2. Posons lm |f(z) ]=4(Q). 
PI>RQ 


Alors on a 


Fhes 1(Q)d u? (Q) 
Fe) rRe EURE) 
i 


Si de plus f{z) a des pöles aux points 27 d’ordres m, ona de meme 


Mei C(,a;) [1og 1(Q) du? (Q) 
i >) 


Felgen REST NN) 
Mi 


Cette formule est une generalisation de la formule de POISSON-JENSEN oü l’on suppose 
f(z) partout continu sur 2, Remarquons que cette formule reste valable si la fonction 
de GREEN pour ( n’existe pas au sens classique, donc si G(z, a,) n’est pas partout continu 
sur 2, les points de discontinuite formant un ensemble de capacite nulle; il faut alors 


substituer la fonction de GREEN generalisee (Q n’a pas un ordre de connexion fini alors). 


Remarque. 

La formule (3a) contient la generalisation suivante d'un theoröme de NEVANLINNA et 
OSTROWSKI. 

Soit f(z) regulier dans 2 et da module <M. Posons 


lim | f@)| =A(Q) 
P>Q 
Soit e un sous-ensemble mesurable (u) de 2 et supposons qu’on a presque partouf (1) sur e 
1(Q=m<M 


Alors on a 


log fd) < u (e)m + (1—u? (e)) M 


Comparer aussi BRELOT, Bull. Sc. Liege l.c. L’auteur y &tudie aussi le cas de e non- 
mesurable (1). 

On peut sans peine former des theoremes sur les fonctions sous-harmoniques dans un 
espace ä trois dimensions qui correspondent ä des theoremes qu’on deduit de cette 
inegalite. Par exemple on peut ainsi generaliser le theoreme de PHRAGMEN-LINDELÖF. 
Remargquons que dans ce dernier cas on ne peut pas remplacer le demi-cercle par une 
demi-sphöre. C’est puisque l’angle solide sous lequel on voit un cercle aux point P, 
n'est pas constant sur les surfaces des spheres passant par ce cercle (contrairement ä ce 
qui se passe au cas analogue deux-dimensionnel). 


4. Representation des fonctfions harmoniques bornees. — En partant des formules 
pr&ecedentes on peut obtenir une representation generale des fonctions harmoniques bornees, 


qui cependant ne met pas en Evidence les valeurs limites a la frontiere. Nous supposons 


dans ce qui suit que la frontiere 2 est un ensemble parfait. 


Soit u(P) borne superieurement dans 2 et harmonique sauf aux points S,(i—1, 2, ...) 


en, 


oü u devient infini negative comme dans le cas deux-dimensionnel). 


(ou —n;log 
Ep, Fps; 
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Soit { 2} une suite de domaines croissants, tendant vers 2, dont on suppose qu’aucun 
des points Ss ne se trouve sur les frontieres 2, de Qn On a alors, ı &tant continu sur 2 


u(P=— 2 nG(P,S)+ [uQdurQ). . . . (12) 


(P dans 2,) 


Afin de rendre possible le passage ä la limite pour n— «>, nous appliquons une 
formule de M. M. RıESZt). Il existe une fonction positive et bornee telle qu’on a, Py 
etant choisi arbitrairement, mais fixe, dans 2, 


= RAR) Te le 
e 
De möme 
= AR. RITTER) 
e 
L’integrale dans (12) se reduit alors ä 
Jo rQ du) FEN en 
In 
Supposons ensuite que u <(; ce n'est pas une restriction car is u <M, on 


considere u — M. 
La fonction d’ensemble 


On =— ua). N 1) 


definit alors une distribution de masse positive sur 2; on voit que les 9,,° sont &galement 


bornes. (12) s’ecrit alors 


u(D=— 3 nG(P,S)— [Y?(QdHr(Q).. . . (17) 


Sinoco,, or tend vers une distribution positive 9P sur 2. II s’agit de montrer que 


lintegrale tend vers 


fr@aorQ. OT BE 


x 


1) M. RiESZ, Integrales de RIEMANN-LIOUVILLE et potentiels. Acta de Szeged IX 
(1938). 
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Il suit de (13) et (14) qu’on a presque partout (#) sur 2, et 2, si e appartient a une 
famille d’ensembles convenable 


in We oa ee 


e> Qn Ui (€) 


P 
im, rl) ich, 


si e tend vers Q,(Q) telle que ub (e) [u (e)] tend vers zero 1). Les points 
exceptionelles forment donc un ensemble de mesure harmonique nulle. On peut donc 
enfermer ces points sur 2 et les 2, dans ensembles ouverts de mesure harmonique 
arbitrairement petite. Puisque les y, sont bornes, meme €galement bornes, on peut voir que 
les parties des integrales de (17) et (18), se rapportant ä ces ensembles ouverts, tendent 
vers zero et il suffit donc de considerer les parties restantes, ötendues sur les ensembles 
fermes 2, et 2”, qui ne contiennent que des points oü l'on a (19) et (20). 
Remarguons ensuite qu’on a pour tout e?) 


de sorte que pour tout e de mesure harmonique > 0 


P 
ı un (e) Br uele) 
no © ap (e) up (e) 
et on peut montrer que cette convergence a lieu uniformement par rapport ä e (si 


„Po (e) # 0)3). Pour n>N(e) on a donc 


uf (e) re. uP(e) 
urs(e) u (e) 


Choisissons alors e telle que 


Donc |yP (Q) — Beh (Q,)|<e et v7 (9) tend donc vers „P(Q) si Q,—Q pour 


non en restant sur les 2, . Il s’en suit encore que yP(Q) est continu sur 2”, Cette 


convergence a lieu uniformement par rapport & Q sur 2”. En effet, sinon, on pourrait 


1) La demonstration est tout ä fait analogue ä celle des proprietes correspondantes de 
lintegrale de LEBESGUE, Voir par exemple C. DE LA VALLEE POUSSIN, Integrales de 
LEBESGUE, Fonctions d’ensemble etc. p. 72 et 105, 

2) C/est une consequence de la theorie du balayage. 

3) Remarguer qu'on a up (e)> ur (e) si e, >e et que uP est absolument continu 

n 


par rapport ä ube. 
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trouver une suite N, co» et une suite de Q(i) tendant vers un point Q de 2” telle que 


! ER 2 
Fa) —yn, (A)<E = ER 
ce qui est en contradiction avec le fait que Q, appartenant ä 2”, est un point de continuite, 
Il resulte alors de ce qui precede que (18) est la limite pour n— « de l'integrale dans 
(In) 
Enfin on a donc 


1 (PJ=— Enı 6 (P.S)— | 7?(Q)dar(Q). Pan 


x 


Inversement toute fonction qui admet la representation (21) est harmonique dans 2 
sauf aux points S,, oü elle est infinie negative comme indiquee ci-dessus. 

Dans cette representation des fonctions harmoniques bornees superieurement les 
proprietes speciales de la fonction ne s’expriment que dans la distribution 9, le noyau 
yPo (Q) ne dependant que de 2. D’ailleurs, il resulte de la demonstration precedente que 9 
ne depend que des valeurs de u au voisinage de 2. 

L’application de ces formules sur le terme u*(P) dans (1) donne une representation 
generale des fonctions sous-harmoniques bornees superieurement. Si u <0, on obtient 


(u* est harmonique sans exception) 


u(P)= | G (P,S)d6(S)— [y?(Q)der(Q).. . . (22) 
a, J 


x 


L’application de (21) aux fonctions holomorphes donne le resultat suivant: 


Soit f(z) holomorphe dans 2 et de module < 1. Soient a,(i—= 1,2, ...) les zeros de f(z) 
avec multiplicite n,. Alors on a 
— [ 7? (@ 40% (Q) 
Mall erielaa)er 23) 


[i 


Si H(z, a,) et ö2 (Q) sont respectivement les fonctions conjuguees de G(z, a,) et de 


y? (Q) par rapport az et si 
®(z,a)=G(z,a)+iH (z, a;) 
2 (Q)=y?(Q) +16 (Q) 


on obtient 


/[ 2 (Q) d020(Q) 
neo) Memo A 
i 


Si Q n'est pas simplement connexe, H(z, a,) et ö2 ne sont en general pas uniforme. 
La formule (24) est une generalisation de la representation bien connue des fonctions 


holomorphes et bornees dans le cercle unite: 


2r 
* ia 
2 | W0W+ic 
el@ —z 
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oü „(z) designe un produit de BLASCHKE dans le cercle unite. 


di Aiemz 
oz la:| 1l—a; zZ 


Le produit dans (24), fini ou infini selon qu'il y a un nombre fini ou une infinite 
denombrable de zeros, est la generalisation d'un tel produit pour un domaine (2 quelcongue. 
Dans (25) on a pris 9 —= 0 et on voit donc l’el&ment arbitraire dans cette formule. On a 
dans ce cas, si z—=reif et Q=eid 

nee 1—r? 


2(A)=R 


“ed —_z 1+r—2rcos(d—g) 


La mesure uP(e) se reduit alors a la mesure de LEBESGUE de e (si celle-ci existe). 
Il faut remarquer qu’on pourrait demontrer la formule generale (24) pour des domaines 
simplement connexes par une representation conforme sur le cercle unite en partant de (25). 
Cependant notre demonstration est valable aussi quand une telle representation conforme 
n'est pas possible et la formule analogue (22) dans le cas d’un espace a plus de deux 
dimensions ne peut m&me ötre obtenue que par une demonstration directe comme ci-dessus. 
La generalisation de (24) pour le cas de fonctions, ayant des pöles d’ordre m ‚aux 


nl 
=njG est alors remplace par un quotient de deux 


points b, est immediate: le produit Te 

tels produits, (comparer (11)). 
Ajoutons la propriet& suivante (voir FROSTMAN ].c. ci-dessus p. 107). Pour que f(z) 

soit un produit de BLASCHKE, il faut et il suffit que la distribution 9 s’annule identiguement 


ll resulte alors de (16) qu’une condition necessaire et suffisante est que 


im, (log FOn)| du (Qn=0. 


n 

Remarque. — La demonstration ci-dessus est analogue a celle de M. FROSTMAN pour 
(25), oü l'on n’a cependant pas besoin de (13) et oü le passage ä la limite est presque 
immediat puisqu’on connait alors explicitement yZ. Voir: OÖ. FROSTMAN, Potentiel d’equilibre 
et capacite des ensembles. Meddel. frän Lunds univ. Mat. Sem. Bd. 3 (1935). 
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Mathematies. — Eine neue Erweiterung der LAPLACE-Transformation. 
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(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 
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$ 1. Einleitung. 


Genügt F(x) gewissen Bedingungen, so gilt bekanntlich nach der 
schon von vielen Autoren !) untersuchten Umkehrformel der LAPLACE- 
Transformation 


Ale) zu lim ER eds (er den eu) 


In der vorliegenden Abhandlung werde ich eine Erweiterung von (1) 
ableiten. Ich beweise: 


1) Man vergl. DOETSCH, [3], 104—105; TITCHMARSH, [8], 6; COURANT und 
HILBERT, [2], 202—204. 
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Genügt F(x) gewissen Bedingungen und it k=m=—.k, so gilt 


B+Ai 
Een 0) HR ee) el, eixs Mı_4 m (xs) 


2 Di +2m) 
B-ki 


2) 


x f* Ist Warm (st) (s-K-3 F(e) dt. 


Hierin bezeichnen Mk,m(z) und Wx,m(z) die beiden WHITTAKERschen | 
Funktionen. D.h. also ?) 


Mın)=zr®tet2 Rd km; I142m;2). ... 0) 
und 
W;,m (2) ne 32 Fı\(4—k+m; 1+2m; 7 
2 
I (2m) : ( 
From ee a. 


ebenso aus (4) 


W_nm+4,m (2) ren 


Für k=—m geht (2) also in (1) über; Formel (1) ist daher ein Spe- 
zialfall von (2). 

Die Sätze, Hilfssätze und Beweismethoden der vorliegenden Arbeit 
sind nahe verwandt mit den Sätzen, Hilfssätzen und Beweismethoden 
meiner neuerdings erschienenen Arbeit „Ueber eine Erweiterung der 


2) Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [9], $$ 16.1 und 16.41. 


RAla;b;)=-1+224 ala+1) 2? _al@+l)(@+2) a 


a a en 
Die in (2) auftretende Funktion 
ae ı 
er 


ist also gleich 
sam); FELI—k+m)\,. „u DOeksEmEE IN Bozen 
an) Ma rnr2n) or) Sl. Ta 


Für ganze Werte von 2m kann Wx,m (2) durch Grenzübergang definiert werden. 
Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [9], $ 16.12 und 16.4. 
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LAPLACE-Transformation” ?), Der Beweis von Satz 1 z.B. erinnert in 
sehr vielen Hinsichten an den Beweis von Satz I meiner vorigen Arbeit. 

Ich nehme mich vor später auf den jetzt behandelten Gegenstand 
zurückzukommen und nicht nur die bisher untersuchten, sondern auch 
viel allgemeinere Transformationen aus einem anderen Gesichtspunkt zu 
betrachten. 


$ 2. Zusammenfassung der Ergebnisse. 
Das Hauptresultat in Bezug auf Formel (2) lautet wie folgt: 


Satz 1. Voraussetzungen: 1. Die Funktion F(t) sei definiert 
für t>0 und in jedem endlichen Intewall O<T,Zt=T, im 
RiEMAnNschen Sinn eigentlich integrierbar. 

2. Es sei a=0; das Integral 


fe IF(d)|dt 


0) 


sei konvergent für jedes ß > a. 

3. Es sei x>0 und F(t) von beschränkter Variation in der Um- 
gebung des Punktes t—x. 

Behauptung ‘): Bezeichnet x den in Voraussetzung 3 genannten 
Punkt und ist k=Zm=—k und $>a, so gilt (2). 

Ein entsprechender Satz für die LAPLACE-Transformation kommt bei 
DOETSCH °) vor. 


3) MEIJER, [6]. 
#) Ist R(z) >0 undk<m<-—k, so gilt 


|et* Wı+,m (2) 2% el ANA) 


Für k<m folgt diese Beziehung aus der bekannten Integralformel (man vergl. 
WHITTAKER and WATSon, [9], $ 16. 12) 


er Win d)ztt— EEE pe 1 a Bandit: 
k+3,m I E(mk) z 
0 


ist k— m, so kann (A) leicht aus (4) abgeleitet werden. 
Aus (A) und der zweiten Voraussetzung von Satz 1 ergibt sich sofort, dass das in (2) 


auftretende Integral 


fer Wem Fiode 
0 


absolut konvergiert. 
5) DOETSCH, [3], 105, Satz 2, 
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Ist Ft) stetig, so kann man Formel (2) in folgender Gestalt schreiben: 


[6 } 


Fo= [et Wirim (st) (TA Fld . . . . Ö) 


Bi 

Mit diesen Bezeichnungen behauptet Satz 1: Genügt Ft) gewissen 
Voraussetzungen und wird f(s) durch (5) erklärt, so gilt (6). 

Es gibt daher sicher Funktionen F(f) und f(s), für welche die Be- 
ziehungen (5) und (6) zugleicherzeit gelten; m.a.W.: Es existieren gewiss 
Funktionen f(s), die in der Gestalt (5) geschrieben werden können, wobei 
F(t) durch (6) definiert ist. 

In den Sätzen 2 und 3 gebe ich möglichst einfache hinreichende 
Bedingungen, damit eine Funktion f(s) in der Gestalt (5) darstellbar sei, 
wobei F(f) durch (6) definiert wird. Diese Sätze behaupten also: Genügt 
f(s) gewissen Voraussetzungen und wird F(f) durch (6) erklärt, so gilt (5). 


Satz 2. Voraussetzungen: 1. Die Funktion f(s) sei analytisch 
in der Halbebene K(J)>a=0. 
2. Für ein festes P>a sei das Integral 


[e.0} 


fi Aosktnlas 


konvergent. 
3. Es sei | f()|<A für Ri)=Pß, wo A eine nicht von s abhängige 
Zahl bedeutet. 
as ES25e1 ’ 
lim f(x +iy)=0 
x>0 
gleichmässig für alle reellen Werte von y. 
Behauptung: /ERK)ZE—R(m)<4 und R(s)>P, so gilt‘) 


%) Unter den gemachten Voraussetzungen konvergiert das Integral 
Ba 
ettz M._4 m (£z) (tz) 3 f(z) dz: 
B-oi 


man darf daher den CAUCHYschen Hauptwert 


B+A B+@i 
lim durch | 
De) 
B—hi B-wi 


ersetzen. 
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et se 
Ae= io.) erist We+4,m (st) (st) Kt de 
0) 
Atoi x 
% | ettz M«_ı,m (£z) (£z)*-: f(z) dz. 
B-»i 


Ein Spezialfall dieses Satzes kommt bei CHURCHILL ) vor. 


Satz 3. Voraussetzungen: 1. Die Funktion f(s) sei analytisch 
in der Halbebene N ()>a=0. 

2. Es sei u>1 und |" f(J)|<B für R(s)>a, wo u und B von 
s unabhängige Zahlen bedeuten. 

Behauptung: /tR(k)=— NR (m) <H, so gilt (7) für jedes $ mit 
K>P>a. 

Beweis von Satz 3. Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 2, 
da f(s) den Voraussetzungen von Satz 2 genügt und zwar für jedes 


Da). 
$ 3. Spezialfälle von (5) und (6). 
Verschiedene Spezialfälle des Formelnpaares (5) und (6) kommen schon 


vor in meinen früheren Arbeiten. Ich werde hier nur drei Beispiele 


erwähnen °). 
Erstes Beispiel: 


e?? 


Kn (2?) = 24-3 nil( 


ier fe nam K ne Kınaeı)dn (9) 


argö|<4nr und ı 


In (8) (und ebenso in (10) und in (12)) ist &F0, 
beliebig mit 
Max (—4r, — In +2argl)<<Minm,;r+ 2arg}). 


7) CHURCHILL, [1], 571, Satz 2. Der Satz von CHURCHILL bezieht sich auf den Fall 


mit k=—m, d.h. also auf den LAPLACEschen Fall. 
Ss) Man sieht leicht ein, mit Rücksicht auf den CAUCHYschen Satz, dass der Wert 


des Integrals 


P+e®i 
ettZ Mx- 4m (£z) (£z)** f(z) dz 
P-»i 


von f unabhängig ist (man vergl. auch (14), (27) und (28)). 
9) Man vergl. [4], 19, Beispiel 2, 20, Beispiel 7 und 21, Beispiel 16; [7], 445, Formel 


(144), 596, Formel (177) und 593, $ 15. 
Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 47 


732 


In (9) (und ebenso in (11) und in (13)) wird z#0 und Jargz|<4r 
vorausgesetzt; C bezeichnet einen in der komplexen u-Ebene von 
— wie-iag? nach wie-’9? Jaufenden Integrationsweg, der den Punkt 
u=0( durch einen auf der rechten Seite dieses Punktes liegenden Halb- 
kreis vermeidet. 

(8) und (9) gehen nach Transformation ((=\ 2s, v=st, z=t"}, u=| ts) 
und Umgestaltung der Integrationswege in Formeln der Gattung (5) und (6) 
(mit k=0, mA, F)=t!e-t""Ky(t"') und f()=2Krın (V 2s) Kı_n (V 2s)) 


über. 


Zweites Beispiel’): 


el? 


2% 3 (v+%) = FAME 
W,.,.(22) W-:,.(20)= —= @ % 17 Dx(V 2) W_r — vi dv (10) 
\ na % 12 
und 
k+3012? T (3 
Da e rG +A/+k) 


V rizl(1+24) De Vz ern: (11) 


Drittes Beispiel: 


2k+4 ea Kr 2 
a |. 2 ) Werumto) Wan (2) o-tde (12) 
Va: v 
und '') 
De A 
W m 2 == 2 3(2 WM, m 2)W m 2 :d B 13 
u an Se" Man teWarraml2zuuridu. (13) 


$ 4. Hilfssätze. 


Bezeichnungen. Im Folgenden benutze ich die abkürzenden Bezeich- 
nungen (man vergl. (3) und (4)) 


Ta 

Nam) = pam ©" Men) | 
_ TI(&—k-+m) i+m F 1 3 a 2 
LIU a 1 ‚(4—k+m; 1l+2m; z) 


10) Dn(z) bezeichnet die parabolische Zylinderfunktion; man vergl. WHITTAKER and 
WATSON, [9], $ 16.5. 

In (11) wird RW (k) > — 3 vorausgesetzt. 

11) Formel (13) gilt für R(k) <4. 
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und 
emo) ei We nl) Ben 0 Er (15) 


Hilfssatz 1. 
d : 
Fl Ne.m)) 2 UN nal Sklte) 


d L 
2 12" Nam} = 2"! Ne 4, m-(), BEE 


d 
12 17" Nam = 2" Necum (2), » 3 url) 


et Rum = zn Rem () 9) 
Een Rem = 2 Reim). EEEN2D) 
ER = Resumla) ee 


Beweis. Die Beziehungen (16), (17) und (18) folgen leicht aus (14). 
Aus (15), (4) und der ersten KuMMERschen Formel ") 


es, Pila;by2)=4F, (bay b2 Ze en?) 
geht hervor 


Ze (4+k+m;1+2m;—.) 


2m „4m il; ee a ra EN A 
re Fı@+k m;| 2m; 2); 


hieraus können (19), (20) und (21) ohne Mühe abgeleitet werden. 


Hilfssatz 2. 


N) | Ni-un les) Bee 
(23) 


—xt57t Ngm-1(x5) Rk+1,m(£s)-(k+m)t?s"?Nx+3,m(xs) Rk,m-(ts)+C. 


Beweis. Man hat’) 
(k + m) Rk,m-; (2) = z* Rk+4,m (2)— Rk+1,m-1 (2). 


Die rechte Seite von (23) ist also gleich 
htm om ((xs)=M Nk,m-3 (xs)} LE)" * Re+r,m (Es) 
—xttk ik (cs) =K Na r4,m (&s)} {ES)?*" Re+i,m (ES); 
+ atom Arm ((xs)m—3 Ne 43,m (xs)} LES)" Rerı,m-r (ts)) + C, 


12) \WHITTAKER and WATSON, [9], $ 16.11. 


13) Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [9], 352, example 3. 
47* 
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und dieser Ausdruck kann unter Anwendung von (16), (17), (18), (19), 
(20) und (21) leicht nach s differenziert werden; das Resultat wird 


(x—) ST! N 4 m (X) Reim (8). 


Hilfssatz 3. 


TG —k-tm) 


Ne Er So ee 


ez+(k-m- 3) ri Rem(2): (24) 


Nun()=e*"R-um(ze”)i Türken EB Remle). (25) 


Beweis. Aus (4) mit —k statt k und ze”' statt z geht hervor mit 
Rücksicht auf (22) 

W-k,m (z e=) E>. eitm)z! I(—2 m) z:tmo-!z 
e@-mri I (2m) zZiMmeo-tz 


I kt m)?6 km) 


‚Fı(4—k+m;1-+2m;z) 


4 ‚Fı 4—k—m; 1—2m; 2). 


Mit Hilfe dieser Bezienung und (4) findet man ohne Mühe 


Wmle") ein Wr) 
TOkım): Die km) 


= jet +m ri cos (k—m)n+ettmri cos (k+m) a! I'(— 2m) 


xzitrme-iz FL (| —k+m; 142m; z) 


= _— et -Mriygzmri _e-2meil D(—2m)zitmettz F\(!—k+m;1-42m;z) 


ekri kai 
— _— ns 42 nee MI 
1m? e:?2 F,(4 —k+m; 1+2m;2)= TÜ+2m) 


Mx,m(z) 


wegen (3). Es gilt also 
PG—k+m) 
TG +k-+m)“ 


und diese Beziehung ist infolge (14) und (15) äquivalent mit (24). 
Der Beweis von (25) geht ganz analog. 


Kess Mxk,m(z) a W_rm (ze’}) 2 


Hilfssatz 4. Für jedes feste positive e und für | z|>» gilt 
Rk,m()=e"*?z*{1+O(z!)} (—$r+e<argz<$n—e), (26) 


Neuna=ez*i1+O@)}t7 TarkEm‘ Kmdet zK14+-O(z-1j} ( 


(—!$r+e<argz<tn—) 


(27) 


ek - m—4)ri Wi,m(z % 
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und 


Ni,m@=e?z*{14+O(z7)}+ 


I&—k+m) —(k-m-}) ai _ 
Fe 


N 


Beweis. Formel (26) ist bekannt '); (27) und (28) können mit Hilfe 
von (24) und (25) aus (26) abgeleitet werden. 


(28) 


Hilfssatz 5. Ist Re) >R(z)>0 und R(m)>— 4, so gilt 


gm zgutm 


EEE) 


C—z 


[Reine Ne mizu)u ! du = 
0) 


Beweis. Hilfssatz 5 kann leicht aus Hilfssatz 2 abgeleitet werden ; 
man berücksichtige das Verhalten der Funktionen Rk,m(z) und Nk,m (z) 
in der Umgebung der Punkte z= » und z=0. 

Hilfssatz 6. Es sei 

EI, nFd, Jagö|=%n, Jargy|S$r und E+n #0; 


es sei ferner 


mer > 0, m 20 0 er 20) 
km — u), m zen Bez] 
Behauptung: 
ek Kae 
ee mar tlnZ) Zn e| 
0 (32) 


N 2u —2m 
— 2m 20) a enge (er) 


Beweis’). Das auf der linken Seite von (32) stehende Integral 
konvergiert in der Umgebung des Punktes z=0 infolge der Voraus- 
setzung (30) (siehe (14), (15) und (4)); das Integral ist infolge (31) auch 
konvergent für z—=» (siehe (26), (27) und (28)). Wegen der T'heorie 
der analytischen Fortsetzung darf ich also & und 7 positiv annehmen. 

Nun hat man '9), falls R(4!+m-+s) und X(m—2u—5-+-s) positiv 
sind, 


[ Be ns m+te+3 D’(4+m+s) I’ (m—2u—4+s) 
[Rennrad at" 4 az a Eu) 
0 


14) WWHITTAKER and WATSon, [9], $ 16. 3—16. 4. 

15) Man vergl. analoge Beweise in früheren Arbeiten des Verfassers, z.B. [4], 29—36; 
[5], 401—403; [7], 85—87. 

16) Man vergl. [7], Formeln (61) und (29). 
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Ferner folgt aus (14) und (22) 


T(1—k-Fm) _ T(l-k+m) 


T(k-+ m) e® Ni-kn = T(1+2m) 


tm, F(1—k+m; 142m; —|L). 


Wegen der BARNES’schen Theorie der hypergeometrischen Funktionen 
gilt daher '”) 


@its 
INS m 2, ca T($-+m-s)T($-k+s)(£z) ds, 
Tr N | T+m+3) B 
-oitso 


hierin ist o beliebig und der Integrationsweg lässt die Pole von 
I’($+m-—s) zur Rechten, die Pole von T(4—k-+s) hingegen zur 
Linken. 

Trägt man nun das Integral (34) in die linke Seite von (32) ein, so 
bekommt man nach Vertauschung der Integrationsfolge und Anwendung 
von (33) 

@i+s 
ER 2 
 2ni Al T(m—2u—3+s)I+m—s)&°n"°ds 
—a@i+s 


und dieser Ausdruck ist gleich !?) 
N 2u—2m 
I(2m—2u) Zrmti.oe ( es) ; 
womit der Beweis geliefert ist. 


Hilfssatz 7. Es sei x>y>0, k<1l und r>0. Ich betrachte das 


Integral 
H=) + Fa | Neun tr) Rum wo) side 
—o@i c, ri 


hierin bezeichnet C, den auf der rechten Seite der imaginären Achse 
liegenden Halbkreis mit Mittelpunkt s=0 und Radius r (von — ri bis 
ri durchlaufen). 


Behauptung: 
1 PO a en 


Beweis. Für die Funktion Nx,m(z) gilt wegen (14) und (22) ) 


TG+kt+m) 5 ai) — 5-(4+m)ai 
Dark SS esen EN nl). ae 


17) Die linke Seite von (34) ist gleich der Summe der Residuen des Integranden in 
den Polen auf der rechten Seite des Integrationsweges. 

15) Ich berechne die Summe der Residuen des Integranden in den Polen auf der linken 
Seite des Integrationsweges. 

19) In Bezug auf (35) vergl. man die WHITTAKERsche Gestalt der ersten KUMMER- 
schen Formel ([9], $ 16.11). 
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Sind die Bedingungen (30) und (31) erfüllt, so folgt also aus (32), mit 
e=—ixundy„=iy (x>y>0) angewendet, 


[0.0] 
ertemet (Na-um (ixz) Rr+m-u,u+3 (iyz) zu -#-! dz 
1) 


= ei (m—3u— Ani 22 m—2 u) xu-m +4 mE (\ ER: ae 5 
v4 


Diese Beziehung ist äquivalent mit 


@ıI 
ii Nk-4,m (x) Rk+m-u,u+4 (ys) sT"#-! ds 
0 


5 y 2u—2m 
u e?m—2u) ri I’(2m—2 u) xzu—m+} ge ( Es ) { 


Ganz analog beweist man 


—-o@i 


ij Nk-4,m (x) Rk+m-u,u+4 (ys) s""#"! ds 
0 


j y 24u—2m 
BE e 2m-2u) «i n2 m— 2 u) x2u-m+} yr (i 26) s N 


X 
Wegen 
i) RB ii T iR a al + " 
i e Er Cr ri 
und 
Be nl ee (2 PR, = DR 
I'(1—2m+ 2u) 
findet man somit 
—ri er 
j a Sirene Re+m-a,u+4 (US) sm=p-: ds 
er Cr #1 Ir 


s _ _ —2m 
2ri zu m+} 4 2u 
— ee 


x 


Bei dieser Relation darf Voraussetzung (30) fortgelassen werden, weil 
der Punkt s=0 nicht mehr auf dem Integrationswege liegt. Formel (36) 
bleibt also gültig, wenn man u=m setzt; das Resultat dieser Substi- 
tution ist die Behauptung des Hilfssatzes. 


Wiskunde. — Algemeen Minimum-waarschijnlijkheids Theorema. Door B. H. DE JONGH. 
(Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


$ 1. Inleiding. 


Reeds van haar eerste ontwikkeling af heeft de waarschijnlijkheidsleer zich tot taak 
gesteld inzicht te verschaffen in de gedaante van samengestelde grootheden, die elk op 
hun beurt verschillende waarden kunnen aannemen, terwijl aan elk van die waarden zekere 
waarschijnlijkheid eigen is. Slaagt men erin, alle waarden, die de samengestelde grootheid 
kan aannemen, zoomede de aan elk daarvan gekoppelde waarschijnlijkheid te bepalen, dan 
is daarmede het gestelde doel in den meest volledigen zin bereikt. Een voorbeeld van zulk 
een samengestelde grootheid biedt de verzekeringsportefeuille, gevormd uit een aantal 
onderling onafhankelijke posten, die over zekere periode elk een aantal verschillende 
uitkomsten kunnen opleveren, terwijl aan elk van die uitkomsten een zekere waarschijnlijk- 
heid eigen is. 

Zijn nu van een samengestelde grootheid, waaronder hier en in het vervolg te verstaan 
een grootheid van het bovenomschreven karakter, de componenten bekend, dan is de 
gestelde opgave in beginsel uitvoerbaar en vereischt niet anders dan elementair rekenwerk. 
Met behulp van het rekenschema van BERNOULLI!) kan men ten aanzien van zeer 
eenvoudige complexen ook tot practische resultaten komen. Zijn deze complexen echter 
van iets minder eenvoudig karakter, dan nemen da becijferingen weldra niet te over- 
weldigen afmetingen aan. Er diende dus naar andere wegen te worden gezocht. 

Voor complexen van bijzondere samenstelling, zooals die welke gevormd worden door 
onderling gelijke componenten, geeft de waarschijnlijkheidsrekening langs de door LAPLACE 
gebaande wegen uitkomst, zij het ook dat bij de hanteering van LAPLACE’s benaderings- 
methode de noodige omzichtigheid dient te worden betracht. Zeer nadrukkelijk vestigt 
KEYNES ?) hierop den nadruk, zoodat bij dit punt niet nader zal behoeven te worden 
stilgestaan. 


$ 2. Theorema van 'ICHEBYCHEFF. 


Het was TCHEBYCHEFF die erin slaagde een leerstelling te concipieeren, welke voor 
alle voornoemde complexen geldt en daarbij het voordeel biedt van zoodanige formuleering, 
dat een onder alle omstandigheden betrouwbaar waarschijnlijkheidsoordeel resulteert. 
TCHEBYCHEFF vond namelijk een algemeen geldige benedengrens voor de gesommeerde 
waarschijnlijkheid van alle tot zekere — nader te omschrijven — groepen behoorende 
uitkomsten van een samengestelde grootheid. Denkt men zich die uitkomsten naar grootte 
gerangschikt, dan bevatten bedoelde groepen die uitkomsten, welke begrensd worden door 
twee hunner, die gelijke positieve resp. negatieve afwijking ten opzichte van de gemiddelde 
uitkomst der samengestelde grootheid vertoonen. Aansluitend aan het zooeven geschetste 
voorbeeld gaat het hier dus over. uitkomstengroepen, begrensd door risicopremie der 
portefeuille plus of min zekere afwijking. 

Gemakkelijk valt in te zien, dat naargelang deze, dus symmetrisch ten opzichte van 
de gemiddelde uitkomst begrensde groepen nauwer dan wel wijder worden genomen, hun 
minder, resp. meer waarschijnlijkheid eigen moet zijn. Het Theorema van TCHEBYCHEFF 


1) E. CZUBER; Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1908, I par. 42. 
2) ]J. M. KEYNES; A Treatise on Probability, Londen 1921, Ch. XXIX. 
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bepaalt nu de betrekking tusschen de wijdte dezer grenzen en de waarschijnlijkheid, welke 
aan de gezamenlijke binnen die grenzen gelegen uitkomsten op zijn minst gekoppeld moet 
ziin. Hoe definieert deze grenzen door de positieve, resp. negatieve grensafwijking te 
stellen op het £-voud van het Mathematisch Risico van het complex en concludeert, dat 
aan de gezamenlijke uitkomsten binnen deze grenzen een waarschijnlijkheid grooter dan 


1 5 gekoppeld moet zijn (£ vertegenwoordigt daarbij een getal grooter dan de eenheid), 


Onder verwijzing naar het aan het slot van dit artikel opgenomen overzicht der gevolgde 
notatie, kan het theorema als volgt worden weergegeven: 


W W 
el (WI<o<eV (I. w>i—, 

Er worden hierbij dus ten aanzien van de betrokken samengestelde grootheid twee 
gegevens verwerkt: het Mathematisch Risico |/(V?) en de gemiddelde uitkomst (X), 
immers v— x— (X). Zijn de componenten van de samengestelde grootheid bekend, dan 
kunnen (X) en [/(V?) daaruit worden afgeleid, een rekenwerk, dat ook voor zeer 
samengestelde grootheden niet onuitvoerbaar behoeft te zijn. 


$ 3. Ruimer probleemstelling. 


Het is echter mogelijk gebleken door toepassing van een geheel andere methode, dan 
aan de bewijsvoering van het Theorema van TCHEBYCHEFF ten grondslag ligt!), met 
verwerking van dezelfde gegevens tot verder strekkende resultaten te komen. Deze hier 
nader te ontwikkelen methode is er in de eerste plaats op gericht het volstrekte waar- 
schijnlijkheidsminimum te bepalen en zulks ten aanzien van zoodanige groepen van 
uitkomsten als met behulp van gemiddelde uitkomst en Mathematisch Risico definieerbaar 
zijn. In twee opzichten reikt dit verder dan het Theorema van ’I'CHEBYCHEFF, dat 
eenerzijds geen volstrekt waarschijnlijkheidsminimum geeft, anderzijds zich tot een soort, 
met name de symmetrische afwijkingsgroepen beperkt. Daarnaast werd beoogd de 
betrokken materie in zoodanigen vorm te gieten, dat onnoodige belasting van het abstracte 
denkvermogen dat op dit gebied steeds gevaar loopt in een warnet van overbodige 
associaties verstrikt te geraken, vermeden wordt. Een bij uitstek geschikt middel om den 
gedachtengang daarvan vrij te houden staat hier ten dienste: het gestelde probleem 
vertoont n.l. een zeer bruikbare analogie aan een eenvoudig, en daarbij gemakkelijk in 
het voorstellingsvermogen vallend physisch vraagstuk. 


$ 4. Analogie. 


Beschouwt men de aan de waarden x1, x», ... gekoppelde waarschijnlijikheden wı, ws, ... 
als aan de armen van een in evenwichtstoestand verkeerende balans op afstanden 
x1, x2, ... van het linker eindpunt gekoppelde massa ıwı, ws, ... dan correspondeert de 
gemiddelde uitkomst (X) met het steunpunt van de balans en de grootheid (V?), het 
kwadraat van het Mathematisch Risico, met het traagheidsmoment. Immers: 


zw +1w,X%... 
en 


(V)=w I! A +wmim (A) ..., 


definities, welke, in acht nemend Iw — 1 volledig correspondeeren met die van zwaarte- 
punt resp. traagheidsmoment ten opzichte daarvan. De mogelijkheid wordt daardoor 
geopend het hier te behandelen waarschijnlijkheidsprobleem op eenvoudige wijze in beeld 


te brengen. 


1) A. A. MARKOFF, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1912, par. 13. 
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De grootheid X samengesteld als volgt: 
ee 2 
wre A1=®lıs 
= N 
w— "lo = ls 


ws; =? = Yıs 


waarvan (X) —/3 en (V?) — !ıs, laat zich als in fig. | weergegeven in beeld brengen. 


Ur 

Wr 

Ws3 
! 

| | | 
Ze | | 
ı i 
I | j 
«= EN Be... Veen yi 
l 
| | | i 

| ! | 
——— —— | 
‘x K i 

I 
EN a er [ 
Done: i | 
en A a Re Fe 
R I 3 ? 

Fig. 1 
$5. win. 


Het onderzoek naar de minimum waarschijnlijkheid van afwijkingsgroepen, welke, (X) 

en (V?) gegeven zijnde, met behulp van deze gegevens kunnen worden gedefinieerd, 
worde aangevangen met het stellen van de vraag, welke groep geheel van waarschijn- 
liikheid verstoken, dus afwezig kan zijn. Voor het te vinden traject zal dan gelden 
min =. 
In het algemeen zal dit traject het grootst bevonden worden indien de w-massa op de 
beide grenzen is geconcentreerd. Immers, wordt de w-massa in acht nemend Iw— 1 
— geheel of ten deele — meer buitenwaarts geplaatst, dan heeft dit verhooging van het 
traagheidsmoment tengevolge, die alleen gecompenseerd zou kunnen worden door een 
deel van de massa binnen de grenzen te brengen, d.w.z. het traject te verkleinen. 

Stellen wij nu de negatieve grensafwijking t.o.v. het zwaartepunt (X) ...... — -a 

en de positieve grensafwijking t.o.v. het zwaartepunt (X) ...... = na 
waarbij n een willekeurig positief getal, grooter dan 0 weergeeft, en noemen wij de 
bijbehoorende waarschijnlijkheden wı resp. we, dan kan uit: 


ch WEL a bar ee 
KM) =wxn twx 
=w{(X)—-altw{(X)+na} 


w 
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worden afgeleid: 


Nu kan uit: 
KV) u, a2} wma En) 


met behulp van de voor wı resp. ws gevonden uitdrukkingen a worden afgeleid en 
vindt men: 


zoodat voor de grensafwijkingen gevonden wordt: 


resp. In ( V> 


en de algemeene gedaante van de grootheid (X) waarvoor Win = zich als volgt laat 
formuleeren: 


S 
- 


2 
2, 


(A) 


Er kan dus worden geconcludeerd, dat in het bijzondere geval, dat de X-waarde 
zoodanig is geconstitueerd, dat de waarschijnlijkheid uitsluitend op twee bovenomschreven 
v-waarden is geconcentreerd, voor het tusschen beide grenzen gelegen traject geldt dat 
min». 

Zooals reeds werd opgemerkt heeft elke andere samenstelling van de X-waarde bij 
gelijkbliijvende (X) en (V?) tot gevolg dat waarschijnlijkheid binnen de gestelde grenzen 
moet vallen, zoodat dus in het algemeen voor elk X-waarde geldt: 


w 


en 0 


1 

8 6. win” jkas —z 

Worden de grenzen ruimer gesteld, dan die van het traject, waarvoor w,,;„— 0, dan 
zal dat tot gevolg hebben, dat w-massa binnen de grenzen moet worden gebracht, immers 
zwaartepunt zoowel als traagheidsmoment moeten onveranderd blijven. Dit laatste is 
overigens mogelijk wanneer beide grenzen worden verzet in dier voege, dat — vı en va 
evenredig worden vergroot. 

De minimum w, welke krachtens gegeven (X) en (V?) aan een aldus verwijd traject 


1) Zie pag. 743. 
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gekoppeld moet zijn, zal gevonden worden door de binnen de grenzen te brengen massa 
op dat punt te dirigeeren, waar de te koppelen massa de sterkste compensatie biedt tegen 
de verhooging van het traagheidsmoment, veroorzaakt door de buitenwaartsche verplaatsing 
van de grensmassa's. Dit punt is het zwaartepunt (X), immers de daaraan gekoppelde 
massa draagt het minste, met name niets tot (V?) bij. 

Wordt nu het nieuwe, verruimde traject uitgedrukt door het oorspronkelijke traject, 


waarvoor wm, te vermenigvuldigen met f, (een positief getal, grooter dan de 
eenheid) dan verkriijgt men de navolgende situatie: 


w x NV. Vv 


af ya 


( 2.) (X) 0 0 


I. A 9 + 7 HARD 2) 


MM 


(KR) 


Uitgaande van het overzicht aan het slot van de vorige paragraaf, levert de samen- 
stelling van het bovenstaande geen moeilijkheden op: de oorspronkelijke v-waarden 
worden met f vermenigvuldigd en de waarde v — 0), voortvloeiend uit x2 — (X), wordt 
er aan toegevoegd. 

Hiermede is de minimum waarschijnlijkheid van de afwijkingsgroep begrensd door 


2 | IV zZ 


n 


gevonden en blijkt te bedragen 


a 


$ 7. Algemeen Minimum Weaarschijnlijkheids Theorema. 


Er kan dus worden geconcludeerd, dat in het bijzondere geval, dat de X-waarde 
zoodanig is geconstitueerd, dat de waarschijnlijkheid uitsluitend op (X) en de beide 
weergegeven grenswaarden is geconcentreerd, voor het tusschen de beide grenzen gelegen 
traject geldt, dat w— 1 — Ook nu zal elke andere samenstelling van de X-waarde 
bij gelijkblijvende (X) en (V?) tot gevolg moeten hebben, dat meer waarschijnlijkheid 
binnen de gestelde grenzen moet vallen, zoodat dus in het algemeen voor elke 
X-waarde geldt: 


Voor symmetrische afwijkingsgroepen, waarvoor n—1 valt hieruit af te leiden 


w w 1 


—Er (Vi <Zu<eEl VI. 


IN 
| 
| 
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een resultaat, dat zich in zooverre van het Theorema van T’CHEBYCHEFF onderscheidt, 
dat dit voor dezelfde afwijkingsgroep w > ( tot uitkomst geeft. Hierbij worde nog 
t 


opgemerkt, dat aan het gevonden minimumwaarschijnlijkheids-theorema, waar dat van 
TCHEBYCHEFF rechtstreeks uit kan worden afgeleid, ook in dier voege een meerdere 
algemeenheid toekomt, dat het betrekking heeft op alle grootheden welke verschillende 
waarden kunnen aannemen, terwijl aan elk van die waarden zekere waarschijnlijkheid 
eigen is, onverschillig of zij al dan niet uit samenvoeging van andere grootheden van 
hetzelfde karakter zijn ontstaan. 

Tenslotte moge hier nog aan worden toegevoegd, dat de gevolgde methode met behulp 
waarvan door grensverruiming waarschijnlijkheidsminimumconclusies konden worden ge- 
trokken, met behulp van grensvernauwing tot waarschijnlijkheidsmaximumconclusies leidt. 


Notatie. 
X zij een grootheid, die de waarden xı, x2 ... kan aannemen, elk met een daaraan 
gekoppelde waarschijnlijkheid wı, wa ...... 2w—]. 


N) era ar BREIT oache 
= mc? + wex22 + ...... 


BT ee (X). 
(V) = wm {1 — (X)} + we {x — (X)} ...... 
— wıvı t unvs-+....... 
0) 
(V?) Eur vi? + ws» v>? AR 
w 
Biber. w— p lees: a is waarschijnlijk kleiner dan b; de waarschijnlijkheid bedraagt p. 


Zusammenfassung. 


Für Wertgruppen, deren Mittelwert und quadratischer Mittelwert bekannt sind, kann 
das gewissen Abweichungsgruppen zugehörige Wahrscheinlichkeitsminimum, worauf — 
jedoch nur für symmetrische Gruppen — das T'heorema von 'ICHEBYCHEFF Beziehung 
hat, auch für gewisse asymmetrische Gruppen bestimmt werden. Es lässt sich ein allge- 
meineres Wahrscheinlichkeitsminimumtheorema formulieren, woraus das 'T'CHEBYCHEFF- 
sche als ein spezieller — symmetrischer — Fall hervorgeht. 

Aus der Identität der Definitionen vom Mittelwerte resp. quadratischen Mittelwerte 
mit denen vom Schwerpunkte resp. Trägheitsmomente einer an verschiedenen Stellen 
belasteten, in Gleichgewicht befindlichen Bilanz ergibt sich, dass sich das Problem der 
Verteilung der Wahrscheinlichkeit (!w—1) über die verschiedenen, einer Gruppe 
zugehörigen Werte zurückführen lässt auf die Verteilung der Masse 1 über diverse 
Stellen der Bilanzarme. Mit Benutzung dieser Analogie wird das genannte allgemeinere 
Wahrscheinlichkeitsminimumtheorema abgeleitet. 


Mathematics. — Sur des series et des integrales definies contenantes 
les fonctions de BEssEL. III. By J. G. RUTGERS. (Communicated 


by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


La substitution v—=—} resp. »—=4 dans (160) jusqu’a (163) donne 


les formules particulieres: 


T'(o + 1) Jerl 5 (— 1)r 6 Ei + , La De 
n 


n=0 
(164) 
=Vz| cos (v-e)cosa. Ro] 
h © 20o+2n-+2 
’£ er Zi (1) (&)= 
er nz 2 ( a ) en @)= | 
Ei (165) 
— \2Je (x—a) sin a. no Re 2 | 
Moe 2er 2n 1 
20+1 Nr ( 2n-+1 )x 
X t(2n-+1) sin x Ie+2n+3 (x)—(2e+2n+2)cosxIle+2n+3 (x)} = (166) 
=, | 2a.(x—.a)*® ve Ru>-ı| 
0 
Bear (20 2n-] 
2e+1 N ( 2n-+1 )x 
x2n+1)cosxle+2n+3(x)+(20e+2n-+2) sin x Ier2n+3 (x)} = (167) 


ET: * da 
— y2 cos? a.(x—a) —,Re)>—1 
J r % 


(} 


Pet zn Sn S SE 5 ) I en 
n= n 


2 & .. (168) 
= 2 [sin @-0).cos. ER Roll 
. x—a 


& 2 2 2 
T(e+ Dar Sr ( Be Heron: (x) = 


’ 
X—4 


= 12“ (x—a) . sin a no | (7 


T(e +1) 2et1 Bor 2na 
20o+1 = ir ( 2n+1 )x 


xX(2n+1)sinxIerzn+ (x)—(2e+2n+2)cosxle+2n+; (x)} 


Ns 


» (170) 
= Vz J sin? (04 (x—a)® ze R (e) >= —] | 


MEZ (2020 1 
2e+1 er. ur ( 2 )x 


Xf(2n-+1)cosx Ier+an+: (x)+(20e+2n-+2) sinx Ie+zn+: (&)} 


0 


2% 


(171) 
fe 2a .(x—a)® = Re)>—1. 


Par addition resp. soustraction de (164) et (169), ainsi de (165) et 
(168), de (166) et (171), de (167) et (170) on obtient: 


Ple+y2r Sc) % ir a) 
n—0 2n 


IE U 


Re ... (7) 
= v2 (Na (2 a—x) Ze Rio! 
(0) 


& 2 
Senrerzntn()” 


In ran (9 = 
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& I 
Seme+znt (?) )eranrı (= 
n=0 2n-+1 
(174) 
1 Net: _ 
el) ie RW>-ı\ 
FE 20e+2n+]1 Bes 
De a (Term a) = | 
x (175) 
= 2 | sin (2a-a) nz; R( 1>-1) 
20e-+2n 
IR’ [Q hd 
ar (AT) 
x 2n+1) sin x Iaransı (X) —(2e+2n+1)cos&le+zn+: (x) = (176) 
= BE 2a .(x—a)?® 2 R()>— \ 
u kp / 
2 (—1)" con (2n-+1)(o- 2n+4)sinxle+2n+4 (x) — 
20 Zn (177) 


—(2e+2n+1)(o+2n L3)cosX Io+2n+, (X) = 0, | 


n 


(1) Be K2n+1)(e+2n +4) cosxIeran+ (x) + 
=) 2n+]1 


+H2e+2n+1)@+2n+ BY sinxTaranrı @)} | (178) 
1 (2) Ro> ie 


T(e+3) 
20+2n 
| ° 
AR ee | 
X (2n+1)cosx loran+ı (X) +(2e+2n+1)sin X loranz3(&)) =\ (179) 


= 2 (co 20.(0-0r | 
7 r \ «a / 


La substitution o—=0 dans (160) et (161’) conduit aux formules parti- 
culieres: 


2 EP lan + 1) Iransı @) = [is-o)eosadu RW)>-ı (180) 
0 


n=0 
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n=0 


2 > (FIRE 2) Bane= [1 (x—a) sinada, Rv)>—1. (181) 
0 


En vertu de I! on peut Ecrire pour les membres gauches de (180) et 


(181): x 1,(x) — 2» > (—1)" Irznrı(&) et x br (x) — 29 3 (—1)" I,4an+2(&); 


n=0 n=0 
alors nous trouvons: 


2 Ach nl | I,(x—a)cosada, Rv)>—1 (182) 
0 


x 


2 ya | I,(x—a)sinada, RW)>-1. (183) 
0 


Multiplions les deux membres de (182) par sin x resp. cos x et ceux 
de (183) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons par soustraction 
resp. addition des membres correspondants: 


2 ae I sin x I, 4 an+ı (x) — cos x I,42n+2 (X)} = 


f (184) 
= Steinach (d—osxhr (01, | Aldsinada, R>-1 
0) 


2 2er cos x I,+2n+ı (x) + sin x I,+2n+2 (x)} == 


7 (185) 
— = fcos xI,(x)+ sinxI+ (1, [Ptaoos ada,RW>—1. | 
0 


La substitution »=2n-+1 resp. »—=2m (m entier positif ou nulle) 
dans (182) et (183) donne, ä cause des series (b) et (c): 


2% 


fen: (x—a)cosada=xhmı la) + 
Q (186) 


+ 1m (2m +1) eos“ +02 2 (AM hu (a)l,m=0 


Ä Im (x—a) cosada=xIm(x) — 
0 (187) 


m—l 
— (—1)* . 2m |sin x—2 2 (1 Da+(&), m=0 
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[enteo sinada=x hm) + 
(188) 

Hm Om +1) Isin 2 EM has So 

Se sin ada=& una) 
(189) 

+ (—1)?.2m|cosx+1I(x)— 2 5" (1) on (&)},m N 


n=0 


Multiplions les deux membres de (186) par sin x resp. cos x et ceux 
de (188) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons par soustraction resp. 
addition des membres correspondants, ainsi ä l’&gard de (187) et (189): 

EX: 


[en (a) sınada=x!sinx hLm+ı (X) — cosxhm+2()} + 


e (190) 
+ (— 1)" (2m + 1) [sin x I, (x) — 2 2 (—1)*} sin x on (X) — 
n=0 
—eosxcbeui(o)ilm 0) 
ı a) cos Ede x) cos x) + sin Iam+2(x)} E 
(191) 
+(-)?" 2m +1) [1+cosxI,(x)—2 a (—1)" lcosx Ian (x) + “u 
+ sin ons (& = 
je (ao) sinada=x/sinx lm (x) — cosx bam+ı(x) 
0 
m—1 (192) 
— (— 1)" . 2m [1—cosx I, (x) —2 3 (—)" Isin x Ionz+ı (x 
n=0 
— cos X Ian+2(x I; m= 0 
ff (a)cosada=x|cosx am(x) + sin x Iam+ı (a)! — 
0 
m—l (193) 
— (— 1)” . 2m [sin x I, (x) — 2 21)" Scosx hn+ı() + 


+ sin x Ion+2(x) ], m ==) 


En substituant » = — 
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; et v5 dans (182) jusqu’ä (185) on obtient 


2 


© ya] { oe 2x 
Ru! an+ı( 9=y? Sera (x Plz = 
h (194) 
Ei 2x ik da 
= sin a sin (x—a) —— — u By 
I | in I +| — C05X Dr, cos(x er 
(comme la demie somme des membres precedents) 
© AR 2% F f da 2 \ 
zed In+: (x) = \ „sin x ) 2 | sin a cos (x—a) = 
0 
» R (195) 
— V2 Jeosesin (x—a) pe Y= ee sin (x<—2.a) Er 
a, 7 WER Va} 
(comme la demie somme des membres precedents) 
x . 
Eine sin wm cos I az | sin2a nn. - (190) 
n=0 i \ 2a iz 
> )"fcos x Ian+ı (x) + sinx Ian+ı (x)! = 
da 12 da ZN 
| J leiten 


(comme la demie somme des membres precedents) 


$ 8. Considerons le cas particulier auquel (155) se reduit pour m=0 


c’est-ä-dire: 
.. (198) 


E (IP an + 2)2e + 2n) hreransı (X) = 
Bl 


= —— las a) a da, 
id: rt 
48* 
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Posons v—=—4 et v—=4, alors nous trouvons: 


3 (Nr (2n+2)(2e + 2n) Iran (&)= 


n=0 
ee nl) 
— \ 2 | l._ı (a) cos (x — a) Ber Ron 1 
A o oz 
53 I (2n-+2)(20+ 2n) lern) = | 
x (200) 
a /- | l._.ı (a) sin Br Rw>- | 
Ar ET, 


La substitution o=}; resp. o—=% dans (199) et (200) donne: 


San + 2n+ 2m DEE Sorn a da, (201) 

3 (—-1)"(2n+2)(2n +3) In+2( ie 1-2 [neo (x—a a). ag, (202) 

en = = 

EN ER+1)en+2) harte ı f et or 003) 

SEN Ent2)2n43) husl)= 4 | ne 3 da. (204) 
: 


Multiplions les deux membres de (201) par sin x resp. cos x et ceux 
de (203) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons par soustraction resp. 
addition des membres correspondants, ainsi ä l’egard de (202) et (204): 
3 (N) (2n+1)(2n +2) sin x Iıan+ı(x) — cos x bn+2(x)} = 

3 IE» . 821205) 


== an | Sin2.0m ; da, \ 
TER, x—a 
Rn 


2 (-1y (204 Vera 
2 zn 23.312060) 


7eajı\ 


a un 


ZU" (an +2) (2n +3) {cos x hns2la)tsin xhnsle)] ni 


x 


= = | sın20% >. du. 
n, x—a | 


0) 


(208) 


Par addition et soustraction des membres des paires (201) et (204), 
(202) et (203), (205) et (208), (206) et (207), on obtient: 


a 


= (—1)" (2n+ = | cos (2a—x). = da, 
ö 


n=0 


donc en vertu de / pour 0o=0: 


x 


[esta da= he. . 2. - 009) 
0 
Fern anı=Fcosn . . . . (210) 


n=0 


donc en vertu de (201) et (204) et d’apres / pour o=0: 


x 


es a cos (x—a) . V da" Sl) eos,» Bl) 
x—a 4 
0 
= ER 
Jsin «sin (x—a). 4 _.- 1 (2) cos 212) 
x—4U 4 
0 
SA On+2? knel)= 5 sinx, 3, Be. 41219) 
n=0 


donc en vertu de (202) et (203) et d’apres / pour oe =|1: 


x — 
sn a cos (x—a). We Rh — Isinx+Ih(x)}, . . (214%) 
J B 

x en 
Jesa sin em. de =" isinx— Ale). 21215) 


0 


152 


x 
& we. a 
ar 1)" (2n+2)In+2(x) = | sin(2a—x). Vzea. 
donc d’apres / pour o=1: 
x — | 
Js (2a—x). VdS ei. nat 


>> (—1)R M2n-- 1) sin x Ian+ı (x) = (2n +2) cos x Iın+2(x)| == 
0 


n= 


x 
Bet a 
= 4:81.20, da, 
EUR EU 
N) 


donc en vertu de /: 
x 


| sin2«.  da=" since) + coszch @)}, 9:21 


0 


ee: {2n+1)? sin Iansı(<) —(2n+ 2)? cosxIanız()}=0, (218) 


n= 


2 (fr 2n+ 1)? cos x Inrılx) + (2n +2)? sin x Ions2(&)} = . (219) 


qui correspondent ä (210) et (213)}, 


Zeh? K2n + 1)cos x Inzılk)—(2n+ 2) sin x Ian+2()} = 


n— 


x 


=! (cos2a.]/ = da, 
IT er 8 
N) 


donc en vertu de [!: 


20 


| cos 2a. V-- da=— cosxlnlx) = sinzcl (x)\. 2.220 
0 


Ayant €egard ä (211), (212), (214) et (215) on peut &crire pour (201) 
jusqu’a (204): 


-1P Rn +1) Zn 2) bar) z $I(x)+cosx!, . (221) 


2-1) @n+2)(@n+ 3) ar)=Zisinx+hle)l, . (222) 
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2 (An) nt 2) har) =Ztsinx—hle)), . (223) 
2 (Al (@n+2) (2043) bass) = 5 1 (&)—cosz}, (224) 


Ayant egard ä (217) et (220) on peut £Ecrire pour (205), (208), (206) et 
(207): 


P> (1) (Z2n+1)(2n+2) |sin x azı(x)—cosx Iha+2(x)! = 
n=0 ; (225) 

=, Isin x Io(x) + cos x I, (3 

> (—1) (2n+2)(2n +3).lcos &In+2(x) + sin bn+3(&)} =, 
n=0 (226) 

ı. IsinxI,(x)+ cos x I, (4. \ 

& (-1)?(2n+2)(2n+3) {sin x Ian+2(x)— cosx& In+s (x)} =} 
n=0 (227) 

=. N -os.xh(x) Hein shlo)t.\ 

p3 IPRn-+1)(2n +2) jcosx In+ı (©) + sin x hara2l&)} 1 
n=0 (228) 

=, |1+.cos x Iy(x) — sin xh@)t.\ 


Astronomy. — Mittlere Lichtkurven von langperiodischen Veränderlichen. 
XXXIV. RX Lyrae. Von A. A. NıjLanD f. (Communicated by 
Prof. A. PANNEKOEK.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


Die Beobachtungen wurden alle in R angestellt. Spectrum Me (SCHNEL- 
LER, 1940). Gesamtzahl der Beobachtungen 498 (von 2416994 bis 2428278). 
In 78 in der Figur I mit V bezeichneten Fällen war der Stern unsichtbar. 
Es bleiben also 420 Beobachtungen für die Diskussion übrig. 


TABELLE I. Vergleichsterne. 


* | ae St. HA.57 Gleise H 

| w m m 
A | = 24.6 10.84 e- 10.89 
a | > 19.4 = = 11.55 
b | =: 17.0 11.88 — 11.86 
a | e: | 11.6 12.51 a 12.54 

m 

c | = | 8.3 12.97 13.42 12.96 
y | +0 14; — 1597 | 37 = 13276 13.54 
e | = | 0.0 = 14.04 14.00 


Die Tabelle I gibt eine Uebersicht der benutzten Vergleichsterne. Die 
Sterne a und e hat NijLAND in seiner Skizze der Umgebung des Veränder- 
lichen leider nicht angegeben. Die Sterne c, y und e wurden 20-, bezw. 
10-, und 121-mal an die Grenze von R angeschlossen; die sich hieraus 
ergebenden Helligkeiten sind: c — 13m,42, y — 13m,76, c —= 14m.04. Der 
Stufenwert ist 0mM.126. 

Die Figur 1 enthält die Beobachtungen. Die Reihe der Abweichungen 
(Beobachtung minus Kurve) zeigt 131 Plus-, 166 Minuszeichen, 123 Null- 
werte, 136 Zeichenfolgen, 160 Zeichenwechsel. Das Mittel der absoluten 
Werte der Abweichungen ist 0m,197. 

Es wurden keine Farbenschätzungen ausgeführt. Ein Einfluss des Mond- 
scheines auf die Helligkeitsschätzung ist nicht nachweisbar. Es verteilen 
sich auf 59 bei Mondschein angestellte Beobachtungen die Abweichungen 
wie folgt: 17 Plus-, 25 Minuszeichen, 17 Nullwerte. 


Die Tabelle II enthält die aus der Kurve abgelesenen Epochen der 
Maxima, Die Spalte R wurde mit den einfachen Elementen 2422720 + 
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TABELLE II. 


Maxima Fr ZaTEEr i En 

E B NR B 

v R B-—-R v R BER 

TE m 242 m 
en 7245 12.3 | 7220 |+425|| + 1 | 2980 12.6 | 2970 | + 10 
ea] 7493 DIW7A7O. E23. 20097 3226 12.2.2220. 1.1.6 
eo) 7725 03770 5 3480 12.9 | 3470 | +10 
9 7980 Le ee 3713 10.803700: 7 
a8 8228 125018220 | 7 BE 2 5 3995 11.8 | 3970 | +25 
=17 8478 11.818490 | + 8| + 6 4224 12.3.104220 174 
18 8725 19,6.1987203 2 7 4476 | 11.4 | 4470 + 6 
ME 8971 12.01.8970 2 0) 7 8 a = = a 
>14 20a 1.8 4988 | 12.3 | 4970 | + 18 
2413 9464 K1E5.1.9370. — 61 1.10 5208 12.4 | 5220 | — 12 
12 9726 12.219720 I|+6|| +11 5455 11.6 | 5470 | — 15 
ef 9968 12,6..99701, 2:1 a 5718 12.895720. 2 
_10 | 022 1223.1502209 2 2 2 5971 12.2 15970. 4 1 
erg 0463 11:61 0470 —_ 7|| 4 6220 11.8 | 6220 0 
et 0708 1.7. 0720| 2232. ef 15 6473 13.2 | 6970 |+ 3 
7. 0930 11.8.10970, 40. || 216 6712 12.6 1200 8 
= 6 1199 E32 1290, az 6989 12.5 | 6970 | +19 
1,25 1456 12.0.11470.1.14|| 18 7233 12:32107220N0 7215 
Be 1713 1220.10 1720 2 72710 7468 11.67, 7470.02 7 
3 1965 1245411970 \.5 Bl 2420 7720 12.0 | 7720 0 
42 2205 10.2 12220) 15 | + 21 7984 12.9 | 7970 | + 14 
ul 2465 19.3 112470. 2° 51 1299 8224 11283 1.8220 01274 
0 2718 a 


ERS Lyrae 
Periode 250° 


Fig. 2. 


756 


2504.0 E berechnet. SCHNELLER’'s Katalog für 1940 gibt den Periodenwert 
2506. 

Die mittlere Helligkeit im Maximum beträgt 12".12 + 0.06 (m.F.). 

Wird die Helligkeit des Minimums auf 15.1 geschätzt, so beträgt die 
Amplitudo 3”.0. 

Auch für RX Lyrae wurde der mittlere Verlauf der Lichtkurve in der 
Nähe des Maximums durch Ablesung der Helligkeit für je 104 abgeleitet; 
an die so erhaltene mittlere Kurve in Fig. 2 wurde ein hypothetischer 
mittlerer Kurvenzug für die Umgebung des Minimums hinzugefügt. 

Die Streuung in der Nähe von = 704 erreicht die Werte; im aufsteigen- 


TABELLE Il. Die mittlere Kurve. 


Phase v | Phase v Phase v Phase v 

a | m | d m d m a m 
— & (7) — 0 12.60 + 30 12.85 + 9% (14.76) 
— 0) 14.23 — 1) 12.327 + 40 13523 —+110 (15.01) 
— 5% 18587. 0) 12.12 + 50 13.60 —+130 N) 
— 40 13.47. + 10 12 al + 60 13294 +150 (15.02) 
—. 50 13.04 —+ 20 12.48 + 70 127 —+170 (14.75) 


den Aste: 0m.425; im absteigenden Aste 0.227; Mittel 0.326. Das Ver- 
hältnis der Streuungen 0m,425 und 0m.227 ist 1.87, das Verhältnis der 
durchschnittlichen Geschwindigkeiten des Lichtwechsels bei Auf- und 
Abstieg ist 1.07. 


A. A. NIJLAND +: MITTLERE LICHTKURVEN VON LANGPERIODISCHEN VERÄNDERLICHEN. XXXIV. RX LYRAE. 
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Astronomy. — Mittlere Lichtkurven von langperiodischen Veränderlichen. 
XXXV. RW Lyrae. Von A. A. NıjLanD 7. (Communicated by 
Prof. A. PANNEKOEK.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


Die Beobachtungen wurden alle in R angestellt. Spektrum M7e 
(SCHNELLER, 1940). Gesamtzahl der Beobachtungen 399. Fünf stark 
abweichende Schätzungen (2420711, 3666, 3735, 5244 und 5798), in der 
Figur I eingeklämmert, wurden verworfen. In 57, in der Figur mit V 
bezeichneten Fällen war der Stern unsichtbar. Aus dieser Figur ersieht 
man, dass nicht nur die kleinste Helligkeit niemals beobachtet wurde, 
sondern dass auch ein ziemlich grosser Teil der Lichtkurve oberhalb des 
Minimums nicht durch direkte Beobachtung festgelegt werden konnte. 


TABELLE I. Vergleichsterne. 


ie BD *—v St: H.A. 57 | Grenze H 

3 3056 2 45.22 | 9.84 a 9.84 
Be, 3053 e 38.03 | 10.70 = 10.51 
a = Er 31.53 | 10.90 a 11.12 
f a ra 27.53 | 11.5 2 11.50 
h A. a | 23.02 | 11.80 3 11.92 
j a. +017.3; 4 10'20” | 20.50 e. ® 12.16 
k = -E.0418.0: 3 5.30: 118.34 z = 12.36 
m a 2020.09 07.20.17 11492 u = 12.96 
H = 205 si 6,37 = 13.54 | 13.48 
p 2 032,7: -,250..0.0 Me 14.07 | 14.07 


Die Tabelle I gibt eine Uebersicht der benutzten Vergleichsterne. 

Die Sterne n und p wurden 60- und 130-mal an die Grenze von R ange- 
schlossen; die sich hieraus ergebenden Helligkeiten sind: n = 13m,54, 
p = 14.07. Der Stufenwert ist 09,093. 

Die Figur I enthält die Beobachtungen. Die Reihe der Abweichungen 
(Beobachtung minus Kurve) zeigt 111 Plus-, 127 Minuszeichen, 99 Null- 
werte, 128 Zeichenfolgen, 109 Zeichenwechsel. Das Mittel der absoluten 
Werte der Abweichungen ist 0%.166. Es wurden keine Farbenschätzungen 
erhalten. 

Ein Einfluss des Mondscheines auf die Helligkeitsschätzung ist nicht 
. merkbar. Es verteilen sich auf 52 bei Mondschein angestellte Beobachtun- 
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gen die Abweichungen wie folgt: 14 Plus-, 16 Minuszeichen und 22 Null- 


werte. 


Die Tabelle II enthält die aus der Kurve abgelesenen Epochen der 
Maxima M. Die Spalte R wurde mit den einfachen Elementen 


J.D.242258 750658 


berechnet. Von einer Verbesserung dieser Elemente mittels der hier ge- 
gebenen Daten wurde Abstand genommen. SCHNELLER’s Katalog für 1940 


gibt den Periodenwet 5034.2. 


TABELLE Il. 
| Maxima M Maxima M 
B B 
v R B-R v R BER 
241 m 242 m 
7277 11.4 7290 13 2872 (7 2865 +7 
7794 10.2 7797 3 3388 le 3372 + 16 
8303 12,3 8304 1 3890 12.6 3878 1212 
8813 | 12.6 8810 + 3 4382 12.6 4385 =.83 
9295 9.7 9317 =)? 4890 11.8 4892 —.®% 
9826 12.6 9824 SL 5403 1087, 5399 + 4 
0337 182 0331 +6 5942 13.0 5906 + 36 
0832 107 0838 6 6420 13.0 6412 +8 
1343 1322 1344 u) 6910 12.1 6919 =+n9 
1870 12.5 1851 + 19 7386 12.8 7426 — 40 
2361 12.6 2358 + 3 | 7903 12.6 7933 2.30 
12.21 


Eine mittlere Lichtkurve wurde für die Umgebung des Maximums abge- 
leitet (T’abelle III), die durch Mittelwerte aus den hypothetisch gezogenen 
Kurven der Umgebung der Minima ergänzt wurde. 


TABELLE IM. 


Die mittlere Kurve. 


Phase u Phase 


80 14.24 ze 20 
ri 13.99 | 1.30 
— 60 270 | 2.0 
5 13.37 + 50 
— 40 12.95 + 60 
=30 12.60 | -+ 70 
00 12.35 0 
in 1222.90 

0 12.21 +100 
+ 10 12.26 \.4-110 


v 


Phase 


d 
+120 
+130 
+140 
+-160 


+180 
+200 


+220 
+240 
+260 
+280 


Phase 


+300 
+320 
+340 
+-360 
+380 
+400 
+420 
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Das Maximum von RW Lyrae ergiebt sich zu 12m.21 + 0m,19 (m.F.); 


Mittlere Kurve 
A WLlyrae I 
Periode so6° 


2000 2/00 2200 2300 2400 2500 
Fig. 2. 


das Minimum kann auf 15.2 geschätzt werden. Nach der angenommenen 
Lage des Minimums würde sich (M — m)/P zu 0.37 ergeben. 


Hormonology. — Die Wirkung des gonadotropen aus schwangerem 
Stutenserum gewonnenen Hormons bei verschiedenen Haustieren. Il. 
Von Dr. FE. G, vaN DER Karyzund Deep, HE. J% DEIN 
(Communicated by Prof. G. KREDIET.) 


(Aus der WVeterinären Geburtshilflichen und Gynäkologischen Klinik der 

Reichsuniversität zu Utrecht (Dir. Prof, Dr. F, C. VAN DER KAAY) und der 

Universitäts-Frauenklinik zu Amsterdam (Dir, Prof M. A. vAn BOUWDIJK 
BASTIAANSE.) 


(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 


Gestylwirkung bei Schafen. 


Neben unsern Versuchen mit Hunden waren wir in der Gelegenheit, die 
Wirkung von Gestyl bei Schafen zu untersuchen. Diese Tiere, die alle 
schon Lämmer geworfen hatten, befanden sich zur Zeit ihrer Behandlung 
im Anoestrus. Das Schaf hat zwar einen Cyklus von drei Wochen, doch 
in den Monaten Mai, Juni, Juli und August, sowie zu Anfang September 
befinden die Ovaria sich in einer Ruheperiode. Erst im Nachjahr (Ende 
September) tritt eine erneute Funktion des Ovariums auf, welche klinisch 
in Brunst und im Gestatten des Coitus zum Ausdruck kommt. 

Was die Technik angeht, so sei erwähnt, dass der Widder stetig bei der 
Herde sich aufhielt. Vor der Injektion wurden die Tiere auf etwaige 
Gravidität untersucht. Die Ergebnisse unserer Untersuchungen sind in den 
Tabellen V, VI, VII, VIII und IX zusammengefasst. An Hand dieser 
Tabellen werden wir die wichtigsten Befunde besprechen. 

Zehn Tiere erhielten am 8. 8. 39 die erste intramuskuläre Gestylinjek- 
tion, 5 Tiere bekamen 240 R.E., 3 Stück 160 R.E. und 2 Stück 480 R. E. 
Schaf 34 wies die deutlichen klinischen Erscheinungen der Brunst auf und 
gestattete den Coitus. Von den Tieren 36 und 40 sind keine feststehenden 
Einzelheiten zu bekommen. Am 25. 8. 39 bekamen alle Tiere eine zweite 
Einspritzung von 250 R.E. Diese Injektion hatte bei 6 Tieren das Resul- 
tat, dass ein Coitus gestattet wurde und von uns festgestellt wurde. Am 3. 
September wurde der Widder, der Tag und Nacht bei der Herde an- 
wesend war, von derselben getrennt. Zwei Monate nach der letzten 
Injektion wurden die Tiere getötet. Bei der Sektion trat zu Tage, dass 6 
von den 10 Tieren trächtig waren. 

Wenn wir die bei den verschiedenen Tieren erzielten Ergebnisse prüfen, 
so sehen wir, dass bei der Operation einzelne wichtige Tatsachen zu Tage 
treten. So stellten wir fest, dass bei einigen Tieren eine grössere Anzahl 
Corpora lutea in den Ovaria vorhanden waren als Früchte in den beiden 
Uterushornern (Tab. VI). Schaf 31 hatte 2 Früchte gegenüber 3 Corpora 
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lutea. Schaf 32 hatte 2 Corpora lutea im l. Ovarium und kein einziges im 
r., während beide Uterushöhlen je eine Frucht beherbergten. Hier sahen 
wir eine Transmigratio auftreten d.h. dass das Ei, das aus dem |. Ovarium 
stammte, sich nicht im |. Uterushorn entwickelte, sondern im r. Uterushorn 


TABELLE V. 
Datum| Dosis Klin. Erschei- 4 Klin. Erschei- Sektion 
Datum| Dosis 
No. | der der nungen nach ERS ek nungen nach am 
1.Inj.| 1. Inj. 1. Inj. ) x 2. Inj. 23.10.39 


25.8 |250 R.E.| Coitus 29.8 |gravide 
25.8 |250 R.E.| Coitus 27.8 |gravide 


25.8 |250 R.E.| Coitus 30.8 |gravide 
Coitus 2528) | 2D0URSBE nicht gravide 
2528 | 2D0ERZRR gravide 
wahrscheinlich | 25.8 |250 R.E. gravide 
Coitus 
25.8 |250 R.E.| Coitus 30 8 |nicht gravide 


25.8 |250 R.E. | Coitus 30.8 |nicht gravide 


8 
8 

25.8 |250 R.E.| Coitus 1.9 |gravide 
8 


Erscheinungen | 25.8 |250 R.E. nicht gravide 
von Oestrus, 


aber kein Coitus 


gelandet war. Wir sprechen hier von einer Transmigratio. Dasselbe zeigt 
Schaf 33, wo drei Corpora lutea in beiden Ovaria vorhanden waren. Im 
l. Uterushorn entwickelten sich 2 Früchte, während im r. Horn 4 Früchte 
angetroffen wurden. Bei Schaf 35 trafen wir insgesamt 8 Corpora lutea an 
mit 1 normal entwickelten Frucht im 1. Uterushorn, Sechs Tiere waren 
während ihres intrauterinen Lebens succombiert und befanden sich in 
Resorption. Bei Schaf 36 wurden 2 Tiere in Resorption angetroffen, 
während Schaf 39 wieder 9 Corpora lutea besass. Nur eine Frucht kam 
zur normalen Entwicklung. 

Die bei Schaf 36 gefundenen Lämmer sind grösser als die der andern 
Tiere, wahrscheinlich ist hier bereits Befruchtung nach der ersten Injektion 
(Tabelle V) aufgetreten- 

Anlässlich des Befundes der grossen Anzahl Corpora lutea neben der 
kleineren Anzahl Früchte sowie der in Resorption befindlichen Früchte und 
der Transmigratio interna legten wir uns die Frage vor, welche diesbezüg- 
lichen Verhältnisse bei normalen Graviditäten bestanden. 

Um dieses Problem einer Lösung entgegenzuführen, haben wir eine 
Reihe von 68 trächtigen Schafen untersucht. Bei 20 dieser Tiere wurde eine 
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TABELLE VI. 

2:5 Anzahl Früchte 8 Anzahl Früchte RT: Gesamtanzahl 
u 2 v 
= 8 3 im ]. Üterushorn 5 5 im r. Ovarium 8183| Früchte im Uterus 
n|38 er ala 
8|=ö 28 les 
©o|6 [e) E|Io a 
Al normal In Re- |. normal In Re- | 8|2&&| normal | In Re- 
2 = entwickelt |sorption 6) entwickelt |sorption JOD [entwickelt sorption 
a 2 | 1 (1-8 cm) 1 (1— 81/2 cm) 
32 228 Hall =9cm) 02 IE Iren) | 2 2 
33 3 a EI) 3 |4(2—71/2cm) +|[6 6 

(2—61l/2 cm) 
5 & | (ei) En) 2 2 4 8 j 6 
36| 4 |1 (1—14cm) 2 32 12 ISzem) 7 8 2 
el 5 II RN) 4 9 1 


Transmigratio angetroffen. Was wir bei den 48 übrigen Tieren fanden, 
zeigt Tabelle VII. Die 48 untersuchten Tiere wurden in 12 Gruppen ein- 
geteilt, die alle eine wechselnde Anzahl Schafe enthielten. Gleichlautende 
Ergebnisse von verschiedenen Tieren wurden einer Gruppe zugeteilt. 


TABELLE VI. 


Anzahl Früchte im Anzahl Früchte im 


ga So 4 So H by 
Sr SUo8 | 08808 ED Gesamtanzahl 
en Sans l. Uterushorn bei | 3 8 r. UÜterushorn bei | 9 .& R ; s 
a|w 25° A \ i =g5 : ä ; V% Früchte im Uterus 
3|% 2 jedem Tier einer : jedem Tier einer |. RE 
en en G PN G 5839| in einer Gruppe 
oO 0, a ° RR Den BuRBE ö Q ea ruppe N’ & 
u NORD >E 35 = 782) | Dem 
Ö E E ®) & ser 
130530 .0 ieRie) 830 
18 = InRe- |S .g normal In Re- Ei normal In Re- 
N Ir MT No Ä . [771 » 2 
s 940 rption | & ntwickel rption | 5 [entwickelt 
zZ & 29% sorptio ER entwickelt | sorp 58 elt | sorption 
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Wenn wir uns die Tabelle ansehen, so bemerken wir, dass Gruppe 4 die 
grösste Anzahl Tiere (16) umfasst, wobei beide Ovaria ein Corpus luteum 
enthalten und wobei in jedem Uterushorn eine Frucht vorhanden ist. Bei 
den Gruppen 7—12, die alle eine kleine Anzahl Tiere umfassen, sind die 


TABELLE VII. 


No. des Schafes 
Anzahl Schafe in 


-_ 


A N a ww mM 


85% | Anzahl Früchte im | gg 4 | Anzahl Früchte im |; 4 
328 l. Uterushorn bei | 3 8 r. Uterushorn bei |.S 8 FE San 
Si jedem Tier einer | 8 ” jedem Tier einer |. a 
Amer en 8 v| in einer Gruppe 
E05 Gruppe EEK Gruppe Som 
ee oO. a No 
2 SEE E Tan = 8 EB 
O 3. ei normal InRe- | 5 $ > normal In Re- en normal In Re- 
& E 3 entwickelt | sorption 5 E z entwickelt | sorption & J entwickelt| sorption 
8 2 1 1 16 16 
l 1 1 1 1 
6 l 2 1 12 12 
2 1 2 ä! 2 
2 l 1 - 2 2 
1 B l 1 3 2 


meisten Schwankungen ersichtlich. So zeigt sich, dass bei Gruppe 7 im 
l. und r. Ovarium ein Corpus luteum vorhanden ist, während das l. Uterus- 
horn eine Frucht enthält. Dieselbe Erscheinung finden wir im umgekehrten 
Sinne bei den Tieren, die zur Gruppe 8 gehören. Gruppe 9, die nur aus 
einem Tier besteht, weist das Vorhandensein eines Corpus luteum im ]. und 
von zwei im r. Corpus luteum auf, während nur im r. UÜterushorn eine 
Frucht vorhanden ist. Gruppe 10 hat zwei Corpora lutea im I. Ovarium 
und eine Frucht im 1, Uterushorn, während das r. Ovarium ein Corpus 
luteum hat und eine Frucht im r. Horn. Die Gruppen 10 und 12 zeigen 
wieder eine andere Variation. Unter sämtlichen Tieren fanden wir nur ein 
Tier, bei dem von den zwei vorhandenen Früchten eine in Resorption sich 
befand. 

Wie wir bereits bemerkten, fanden wir bei 20 trächtigen Tieren eine 
Transmigratio. Diese kam also viel öfter vor als wir anfänglich dachten. 
Den von uns gefundenen Zustand der Ovaria sowie die Anzahl Früchte, 
die in beiden Uterushörnern vorhanden waren, gibt Tabelle VIII wieder. 

Die erste und die dritte Gruppe haben die meisten Vertreter. Bei Gruppe 
1 wurden 8 Tiere angetroffen, die im l. Ovarium 2 Corpora lutea hatten 
und in jedem der Uterushörner eine Frucht, während Gruppe 3 sechs Tiere 
beherbergte, welche zwei Corpora lutea im r. Ovarium hatten und in 
jedem Uterushorn eine Frucht. 

Wenn wir nun unsere Daten von den mit Gestyl behandelten Tieren 
und die der normal graviden Tiere vergleichen, so sehen wir das folgende 


Bild, 
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Aus dieser Tabelle können wir feststellen, dass die Durchschnittszahl 
der Corpora lutea per Schaf bei den mit Gestyl behandelten Tieren grösser 
ist als bei normal trächtigen Tieren (5, 83: 1,8). Die Anzahl Corpora lutea 
bezüglich der Anzahl normaler Früchte ist bei den mit Gestyl eingespritzten 


TABELLE IX. 


IE: RN Anzahl Anzahl 
Anzahl Anzahl Anzahl in Resorption Seaune Fälle von 
Corpora | normaler EIER anzahl 
Schafe = befindlicher x Trans- 
lutea Früchte Y Früchte ; 3 
Früchte migratio 
Gestylschafe ... 6 35 15 8 23 2 
(5,83) (2,5) (1,3) (3,83) (0,33) 
Kontrollschafe . 68 122 104 j 105 20 
(1,8) (1,52) (0,014) (1,54) (0,28) 


Schafen grösser als bei normal schwangeren Tieren (2, 33: 1, 1). Die 
Anzahl der in Resorption befindlichen Früchte ist bei mit Gestyl einge- 
spritzten Schafen grösser als bei den nicht behandelten Tieren. Bei keinem 
der Kontrolltiere wurde eine so grosse Anzahl Corpora lutea gefunden als 
bei denen, welche mit Gestyl behandelt wurden, wobei 6, 7, 8 und 9 Stück 
angetroffen wurden. Möglicherweise hat das Gestyl viele Follikel zugleich 
zur Reife gebracht, während sich dann bei dem Auftreten einer Gravidität 
in allen gereiften oder geplatzten Follikeln ein Corpus luteum gebildet hat. 
Auch das Absterben der Früchte ist etwas Auffallendes. Ist diese Erschei- 
nung auf eine Insuffiziens des aufgebauten Corpus luteum zurückzuführen 
oder ist die Implantation in ungenügendem Masse möglich, weil der Uterus 
den Veränderungen, welche die Gestylinjektionen hervorrufen, nicht hat 
folgen können? 

Eine ausgedehnte vergleichende histo-pathologische Untersuchung muss 
hier noch folgen. Die Zahl der aufgetretenen Fälle von Transmigratio wich 
nicht sehr von einander ab. Ferner sei noch bemerkt, dass die Ovaria der 
mit Gestyl behandelten Tiere, die nicht trächtig wurden, keine Uhnter- 
schiede aufwiesen mit 103 daraufhin untersuchten Kontrolltieren. 


Zusammenfassend glauben wir auf Grund unserer Versuche die folgende Schluss- 
folgerung ziehen zu dürfen, nämlichdass: 
I. Gestyl, verabreicht bei Schafen im Anoestrus, eine sehr gute Wirkung aufwies; 
II. bei 6 von den 10 behandelten Tieren eine Gravidität auftrat; 
II. bei diesen Tieren eine grossere Anzahl Corpora lutea angetroffen wurde als bei 
68 normal trächtigen Schafen; 
IV. bei den mit Gestyl behandelten Schafen mehr intrauteriner Früchtetod auftrat, worauf 
Resorption der Frucht stattfand; 
V. bei trächtigen Schafen die T’ransmigratio interna bei weitem nicht selten vorkommt; 
VI. nach Gestylverabreichung Superovulation und Superfecundation auftreten können. 


Als letzte Gruppe von Tieren, bei denen die Gestylwirkung untersucht 
wurde, waren 4 junge Rinder im Alter von ungefähr 8 Monaten und ein 
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junges Schwein (5 Monate). Bei 3 jungen Rindern wurden 500 R.E. ein- 
gespritzt, während das 4. Tier 450 R. E. intramuskulär erhielt. Das Schwein 
erhielt 200 R.E. Einzelheiten. Alle sind in Tab. X verzeichnet. Bei den 
jungen Rindern 50 und 51 wurde das I. Ovarium 4 bezw. 3 Tage vor der 
Injektion entfernt, während das r. Ovarium 7 bezw. 12 Tage nach der 
Einspritzung weggenommen wurde. Bei den Tieren 53 und 52 wurde die 
erste Operation 6 bezw. 11 Tage nach der Einspritzung vorgenommen, 
während der zweite Eingriff 17 bezw. 24 Tage nach der Injektion erfolgte. 
Wenn wir einen Blick auf die Veränderungen werfen, so fällt uns sofort 
die grosse Gewichtssteigerung der Ovaria auf, während auch das makros- 
kopische Bild enorme Veränderungen erfuhr. Hierfür zeugen die ver- 
schiedenen Aufnahmen vor und nach der Behandlung. 

Das mikroskopische Bild der Ovaria vor der Injektion zeigt verschiedene 
Tertiärfollikel, die bereits kräftig ausgewachsen waren. Einer der Follikel 
platzte bei der Operation, doch ferner war kein Zeichen von Ovulation 
vorhanden. Die meisten Tertiärfollikel befanden sich in Atresion, ebenso 
wie die sekundären. Es sind wenig Primärfollikel vorhanden. Die Ergeb- 
nisse nach der Gestylinjektion ergeben ein betrübendes Bild. Zwar haben 
die Tertiärfollikel stark an Grösse zugenommen, aber alle sind atretisch. 
Bei den meisten Follikeln ist die ganze Granulosazellenschicht verschwunden 
oder doch nur in einer sehr schmalen Schicht vorhanden. Die Theca weist 
stellenweise eine geringe Reaktion auf. Einzelne junge Bindegewebs- 
elemente werden angetroffen, doch nirgendwo wurde die geringste Bildung 
eines Corpus luteum beobachtet. Selbst lange Zeit nach der Einspritzung 
ging das Ovarium, was seine Grösse angeht, zurück, doch in dieser Zeit 
entwickelte sich kein Corpus luteum-Gewebe, wie wir das bei den Hunden 
(Hund 183) gesehen hatten. Bei Färse 53 wurde bei der ersten Operation 
6 Tage nach der Einspritzung 8 cm Follikelflüssigkeit punktiert. Hierin 
war festgesetztermassen 40 M. E. per cm3 oestron vorhanden, woraus folgt, 
dass die Wirkung auf die Follikel ganz entschieden stattfindet, aber viel 
zu heftig ist. Die Luteinisation jedoch bleibt aus, ebenso wie die Ovulation. 


Eine schöne Reaktion wies das Ovarium des Schweines auf. Auch hier 
bestand eine grössere Gewichtszunahme. Mikroskopisch wurden einzelne 
Tertiärfollikel gefunden. Einzelne derselben befanden sich in Atresion. 
Keiner der Follikel war geborsten. Corpora lutea wurden nicht gefunden. 
Nach der Injektion war das Bild gründlich verändert. In einzelnen Follikeln 
hatten sich deutliche Corpora lutea gebildet. Der Bau dieser Corpora lutea 
war sehr schön und wies starke Aehnlichkeit mit dem Bau eines normalen 
Corpus luteum auf. Die Zellen waren rund bis ovalrund mit scharf gezeich- 
neten runden Kernen. An verschiedenen Stellen wurde myxoematöses 
Gewebe angetroffen. Auch die Blutgefässversehung war gut. 


Fassen wir die Ergebnisse unserer letzten Versuche zusammen, so kommen wir zu der 
folgenden Schlussfolgerung: 


766 


TABELLE X. 


Total 


Makroskopisch 


ae a ee ae Sellin 
a nee Datum Eu gewicht gewicht 
Na En Operation N Bach Vor Einspritzung | Nach Einspritzu 
heit Injektion | Injektion r. en |. Ovarium | r. en |. Ovariuı 
SI IT Sp Se 2 
50 8 500 | 1. Vier Tage vor Dale ULB gi | Einzelne grössere | Stark vergrösse 
RE. | Injektion (li. Ov.). Follikel, wovon Enthält vier gros 
2. Sieben T’age eines bei der Ope- | Follikel, viel gr& 
nach Inj. (r. Ov.). ration sprang. ser als bei vorig 
Operation. 
5l 8 500 | 1. Drei Tage vor 429g 89 g Viele kleine Stark vergrösse 
R.E. | Injektion (l. Ov.). Follikel. Viele grosse 
2. 12 Tage nach Follikel. 
Injektion (r. Ov.). 
53 8 500 !1. Sechs Tage n. | 15,3 g 12RG Ziemlich viele Stark vergrössı 
R.E. | Injektion. 2. Sieb- grosse Blasen. tes Ovarium. 
zehn nach Injekt. 
52 8 450 | 1. Elf Tage nach 53g —_ Sehr gross. Voll | Stark vergrösse 
R.E. | der ersten Injek- Blasen. Einzelne |! Viele Blasen. 
tion. 2. 24 Tage n. mit Blut gefüllt. 
Injektion, 
Klinisch deutliche Symptome von Brunst 
gehabt. Coitus 2, 3 und 4 Tage nach 
Injektion. 
BR 
Ferkel 5 200 1. 9 Tage vor In- 190g Mi Einzelne kleinere | Ovarien stark v' 
R.E. | jektion. 2. 6 Tage Corpora lutea. grössert. Einzel 
nach Injektion. grosse Follikel, 
viele kleinere 


zweiplatzte Fo 
kel bei Operatis 
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Mikroskopisch 


Se | Ergebnis 

/ Vor der Dur 4 >" Nach der Einspritzung 

ertiärfollikel fallen auf. Vier grosse Follikel, die das ganze Bild ungefähr | Grösserwerden 
einnehmen. Wand mit dünner Granulosazellen- | der Follikel. 

n ist diese Zellschicht verschwun- | schicht. In andern Follikeln ist die Granulosazellaus- | Degeneration. 


»n. Sekundärfollikel atretisch. kleidung verschwunden. An einzelnen Stellen ist die 


iiner der Follikel ist zusammenge- | darunter liegende Theca losmaschig. Gefässe sind 
stark überfüllt. Einer der Follikel, hatte eine Wand, 


die verdeckt war und die bestand aus einem Gewebe, 


llen. Theca und Interstitium blut- 
ich. Viele junge Zellen hierin 


»rhanden. Wenige Primärfollikel. | worin T’hecazellen zu erkennen waren. 


Dünne ni 
#hicht Granulosazellen. Bei einzel- 


erschiedene Tertiärfollikel sämt- | Alle Follikel sind vergrössert, doch vollkommen in 
h in Atresie. Granulosazellen | Atresie. Manchmal noch dünne Granulosazellen- 
anchmal verschwunden. In einzel- | schicht anwesend. Andere völlig verschwundene 


“n Follikeln untergegangene Ei- | Granulosa. Keine Thecawucherung. 


llen. 


Keine Entwick- 
lung Corpus lut. 


Tertiärfollikel 
vergrössert. 
Degeneration. 
Atresie. Kein 


Corpus luteum. 


m 23.1. bei erster Operation wurde aus den Follikeln des 1. Ovariums 8 cm? Follikel- 


issigkeit aufgesogen, die 40 M. E. per cm? enthält. 


) 


‚llikel sind sämtlich atretisch. In | Sämtlich Follikel atretisch. Granulosazellenschicht 
die 


anulosazellenschicht verschwun- 


rschiedenen Follikeln war 
noch etwas von der Granulosa anwesend. Die Theca 
ın. Bei einzelnen andern Follikeln | interna ist losmaschig mit jungen Bindegewebszellen 
die Granulosazellenschicht los- | darin. Keine Bildung von Corpus luteum., 
»schig; Kerne, die Degeneration 
Die 


neca wuchert 


\fweisen, darunterliegende 


stellenweise mit. 


hi, 
ark überfüllte Blutgefässe. 


Tertiärfollikel 
stark vergrös- 
sert. Ätresie. 


Kein Corpus lut. 


ele kleine und einzelne grössere | Bildung von schönen Corpora lutea, Scharf um- 


»rtiärfollikel, verschwommen. 


Zellen, 


Kerne rund, einige in Teilung sich befindend. Blut- 


Granulosazellen- , schriebene Protoplasma 


bei 


"dern degeneriert. Keine Corpora 


"nicht bei einzelnen normal, 
gefässversorgung ist gut. Andere Follikel teilweise 
ea. Einer der Follikel geplatzt. mit Corpus luteumartigem Gewebe gefüllt. Tertiär- 


überall verschwunden. In einem einzigen Follikel 
| follikel sind gewachsen. Sekundäre atretisch. 


Tertiärfollikel 
vergrössert. 
Bildung von 


Corpus luteum. 
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I. Dass die Gewichtszunahme sowie das makroskopische Bild der Ovaria nach der 
Injektion sich stark verändert hatte. 

II. Dass die Tertiärfollikel gewaltig reagiert haben und an Grösse stark zugenommen 
haben. 

III. Dass sämtliche Follikel in Degeneration sich befinden, während manchmal nichts 
mehr von der Granulosazellenschicht ersichtlich ist. 

IV. Dass sehr wenig Reaktion in der Theca beobachter wurde, während von einer 
Bildung von Corpus luteumgewebe überhaupt keine Rede ist; selbst nach längerer 
Zeit (24 Tage) ist das nicht der Fall. 

V. Dass die Reaktion bei einem jungen Schweine von 5 Monaten sehr deutlich war. 
Neben Follikelvergrösserung wurde auch die Bildung von schönen Corpora lutea 
angetroffen. 


Zusammenfassung. 


Beschrieben wird eine Untersuchung nach der Wirkung des gonado- 
tropen Hormons, stammend aus dem Serum schwangerer Stuten bei 
infantilen und erwachsenen Hunden, sowie bei Schafen, jungen Rindern 
und bei einem Schweine. Die eingespritzte Menge, die stets intramuskulär 
verabreicht wurde und nur einmal intravenös, variierte zwischen 100—1000 
R.E. Gestyl. Bei infantilen Hunden wurde eine leichte Reaktion auf das 
Ovarium beobachtet, ebenso wie auf den Uterus. Namentlich bei intra- 
venöser Verabreichung war letzteres sehr deutlich. Die erwachsenen Hunde 
wurden klinisch brünstig und gestatteten in mehreren Fällen den Coitus. 
Die histo-pathologischen Veränderungen in den Ovaria und dem Uterus 
werden besprochen. Das Anwachsen der Tertiärfollikel steht im Vorder- 
grunde. Die Veränderungen der Granulosa wurden untersucht. Die Bildung 
von Corpus luteum-Gewebe wird ein einziges Mal beschrieben. Im Uterus 
traten schöne Veränderungen auf, doch nirgends wurde, wenn auch im 
Ovarium Corpus luteum-Gewebe vorhanden war, eine Sekretionssphase 
gefunden. 

Bei Schafen, die alle schon einmal Junge geworfen hatten und ebenso 
wie die Hunde, im Anoestrus sich befanden, hatte das Gestyl eine gute 
Wirkung. Bei 6 von den 10 Tieren trat eine Gravidität auf. Die Einzel- 
heiten bei der Untersuchung hiervon wurden näher beschrieben. 

Die Reaktion auf die Ovaria der Färsen ist heftig. Zwar sehen wir eine 
gewaltige Gewichtssteigerung der Ovaria und ein üppiges Anwachsen der 
Follikel, aber alle sind atretisch und weisen Degeneration der Granulosa- 
zellenschicht auf. Es ist wenig oder keine Reaktion der Theca. Bildung von 
Corpus luteum-Gewebe wird nicht beobachtet. 

Das Schwein reagierte auf die Gestylwirkung. 6 Tage nach der Injektion 
war schönes Corpus luteum-Gewebe ersichtlich, das in seinem Bau dem 
normalen Corpus luteum sich näherte. 


FE. C. VAN DER KAAY und L. P. H. J. DE VINK: Die WIRKUNG DES 
GONADOTROPEN AUS SCHWANGEREM STUTENSERUM GEWONNENEN 
HORMONS BEI VERSCHIEDENEN HAUSTIEREN. 
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Zusammenfassung von Corpora lutea und Früchte von 
mit Gestyl behandelten Schäfe. Die weissen Punkte stellen 
Früchte dar, die sich in Resorption befinden. 


Proc. Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 


500 R.E. 


Junges Rind 50. L. Ovarium und r. Ovarium nach 
500 R.E. 


11 den. 


1,0% 
4,2 gr. 


Junges Rind 51. L. Ovarium vor, r. Ovarium nach 
der Injektion. 


Junges Rind 52. L. und r. Ovarium nach 400 R.E. 
Gestyl. 


Ovarium nach 200 R.E. Gestyl. 6 Tage nach | n. 


Schwein. 


7 X 2 
re 
Ira, 


e; 
ua! 


Re 


Ovarium nach: 200 R.E. Gestyl. 6 Tage nach Injek 
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